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-+ Technischer Bericht Nr. 81

' Theoretische Gfundlagén‘ﬂﬁr das Auswuchten - ,

biegeelastischer Roﬁcren ’

Zusammenfassung:

Llegt d1e Betrlebsdrehzahl eines Maschinenldufers nicht weit
unterhalb seiner ersten biegekritischen Drehzahl, dann treten
beim Lauf des unausgewuchteten Rotors elastische Verformungen
der Wellenachse auf, die beim Auswuchten beriicksichtigt werden
miissen. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die an verschie-
- denen Stellen behandelten theoretischen Grundlagen fiir das Aus—
wuchten eines solchen biegeelastischén Rotors zusammenfassend
rdarzulegen und zZu vervollstandlgen.

Im 1, Teil ‘dexr Arbeit erd unter vereinfachenden Annahmen das
Verhalten eines unwuchtigen Ldufers bei verschiedenen Drehzah--
len untersucht, Die durch eine Unwuchtbelegung erzwungene Wel-
1enauslenkung 148t sich am ilibersichtlichsten darstellen, wenn
man sie aus den Blege-Dlgenfunktlonen der Welle aufbaut

Im 2, Teil wird das Auswuchten durch . Elnzelunwuchten\behan-

- delt. Aus n MeBwerten (Lagerkréften, Wellenauslenkungen o.,a.),

‘die bei verschiedenen Drehzahlen gemessen werden, kOnnen durch,r
Aufldsen eines linearen Gleichungssystems die erforderlichen
n Ausglelchsunwuchten berechnet werden.,

Flir die theoretische Ermittlung der dyqamlschen ElnfluBzahlen,._
die die Koeffizienten dieses Glelchungssystems darstellen, er-.
weist sich das Berechnungsverfahren der Ubertragungsmatrizen

als geelgnet Dieses Verfahren w1rd zum SchluB etwas ausfuhrll-;
_ cher beschrleben.
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. .ZusammenStellung'der wichtigsfén«verwehdeten Formelzeichen

LK) <. \ Koordinate 1angs der unverformten Wellen-
achse :
Vy2 R - raumfeste Koordinaten senkrecht zur~x~Achse"‘
VyW . - - 'rotorfeste Kecordinaten senkrecht zur x—Achse"{
(x t) y(x t) Auslenkung der Wellenmltte im raumfesten |
- +1z(x t) .Koordlnatensystem . v
~§(x)=v(x)+iw(x) Auslenkung der Wellenmitte im rdtoffestehv
‘ ' Koordinatensystem
‘e(x t) e (x t) SchwerpunktSeXzentrizitét einestellenquer—:

+ie (x t)‘ _schnittes im raumfesten Koordinatensystem

e(x) e (x)+ie (x) desgi. im rotorfestén Koordinatensystem

u(x) ~ Masse pro Liéngeneinheit der Welle
ju(x)—/u(x)E(X) Unwucht pro Léngeneinheit
©OP(x,t)= =Py (x,t)  Belastung pro-Lingeneinheit im raumfesten

+1p (x,t) - Xoordinatensystem

'§(x)=pv(x)+1pw(x) desgl. im rotorfesten‘Kordinatensystem

EI(x) . Biegesteifigkeit der Welle
() . Vinkelgeschwindigkeit der Wellenrotation
0y | ' ‘k~te‘BiegeeigenfreQﬁenz deé‘Rétorsx |
"W‘k =§%Aﬁk LA ‘,Frequenzverhéitnis« |
vk(k)““';-‘_' ‘ k-te Elgenfunktlon des Rotors
; ck-c k+1c X  k-~ter Entw1cklungskoeff1zient von v(x) |

”Tt*&k— vk+i" e k~ter Entw1cklungskoefflzlent von e(x)

‘“R‘mi_ | ) 'Einzelmasse an der Stelle Xy
Ty . Schwerpunktradlus der Elnzelmasse
Htizmi?i - )*Einzelunwucht an der Stelle xl’

GroBe deutsche Buchstaben kennzeichnen Matrizen; kleine deutsche
Buchstaben Spaltenvektoren, ein hochgestellter Strlch (1) die -

Transp051t10n elner Matrix bzw. elnes Vektors.
o



1. Einléifung

. Ein rotierender Ko6rper heiBt unwuchtlg, wenn er auf seine Lage~‘?'
‘rung Kriafte ausubt, die durch Fliehkrifte hervorgerufen Werden.;

Unter der Unwucht einer Elnzelmasse ‘g0ll das Produkt aus Masse
und ihrem. Schwerpunktsabstand von der Rotatlonsachse verstanden’
werden. Durch das Auswuchten. soll die Massenvertellung eines
- Rotors so korrlglert werden, daB beim Lauf,kelne_zusatzllchen_‘

e Lagerkréfte entstehen, Das Auswuchten besteht aus drei Teilens

. Dexr. Messung : geelgneter Zustandsgroﬁen an der fotierenden Welle, =
‘der Errechnung . dor Ausglelchsmassen aus den MeBwerten und. der

. anschlleBenden Massenkorrektur, Der Berlcht befaBt sich nur mlt,

~den 2. Teil, namllch dem . Zusammenhang zw1schen den Unwuchten
und den MeBgrdBen, ..

Belm Auswuchten zeigd 31ch ein wesentllcher Untersohled zw1scha1\‘
starren und elastlsch verformbaren Rotoren, Ein starrer Korper
ist dann unwuchtig, wenn seine Drehachse nicht mit einer seiner
Haupttréghéitéachsen‘zuéammenféllf. Durch Anbringen von Aus-
gleichsunwuchten in zwei“beliebingéhlbaren Ebenen des Rotors

" kann die Drehachse jedoch immer :zu einer Haupttragheltsachse
gemacht werden, und die unwuchterregten Lagerkrafte konnen fir L
alle Drehzahlen ‘Zum Verschwindén gebracht werden. Dagegcn tree=  ' 
ten grundsatzllch neue- Schw1er1gke1ten auf, wenn ein. Rotor: bie~
geelastisch erd. Denn er verformt sich unter der errung der |
Fllehkrafte, und 1nfolge der Massenverlagerung treten drehzahl-
abhanglg neue Unwuchten auf Eln elastlscher Liaufer ist also
‘bereits dann unwuchtlg, wenn dle Verblndungslinle selner Quer~;
schnltts—Schwerpunkte nlcht mlt der Drehachse zusammenfallt.

Ein exaktes Auswuchten ‘solcher Rotoren filr alle Drehzahlen ist
nur. dadurch mogllch dafl die Unwucht Jeder Querschnlttsebenewv %
fur sich ausgegllchen wird, Da die Unwucht im. allgemelnen kon~
tinulerllch verteilt 1st . muBl man sich bei Verwendung punktforn
mlger Ausglelchsmassen sowohl h1n51chtllch des’ Drehzahlbere1—

N ches als auch h1n31chtllch der Auswuchtgute beschranken.



3 _liegt am- 1inken: Wellenende. Abb hy
L ooizeligd den»Wellenquerschnltt an der
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2J':Verhalten einer biegeelastischen, rotierenden Welle
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- Unm das Verhalten elnes biegeelastlschen, unwuchtlgen Laufers .
i bed verschledenen Drehzahlen Zu.. untersuchen, machen er d1e ﬂf 
2 folgenden? verelnfachenden Annahmen: T o

Der L#ufer- sei ein schlanker, gerader Stab ron rctatlonssymmetrb-
1schem Querschnltt Stelflgkeiﬁ&-und Massenbelegung seien belie-
.blg, Er 1aufe mit -konstanter Wlnkelgeschw1ndigkelt cdin starren
"oder isotrop~ elastlsohen Lagern um, Dampfungskrafte und Kre;-i ,
'jselw1rkung von Schelben Werden nlcht beruck31chtlgt Die Quer— '
‘schnlttstchwerpunkte des . ruhenden unwuchtlgen Laufers liegen '
*‘5allgeme1n nlcht auf der Drehachse (X~Achse),.sondern be81tzen
”, e1ne von X abhanglge Exzentrlzltat e(x) Da diese elne vekto-
v rlelle GroBe ist, erd sie durch einen ﬁberstrlchenen Buchsta-
ben bezelchnet Mlt u(x) als . Magse pTO0 Langenelnhelt 1st dann ;

die Unwunhtbelegung u(x) /u(x)e(x)

§

2o 2 Aufstellung der Bewegungsglelchung

—-nn——-n—--‘-—--'h-‘-—'r-uu -y it B o Guiy o S g Do oy ey Sl o b hor man o Gne Sutn

?er lassen d1e ElgenschW1ngungen auBer Betracht und “untersuchen
nur die duroh die Unwuchtbelegung erzwungene Auslenkung der o=
tlerenden Welle, Dazu fuhren wir eln raumfestes x,y,z = Koordl—
natensystem und: eln mit der Welle rotlerendés p g g W System eln,
deren gemelnsame X e Achse in der Drehachse der,""“*?”

“f Wel1e 1iegt,'1hr gemelnsamer Ursprung P §N¢'

A

‘jstelle X, Der Abstand des. Querschnltts—
Schwerpunktes S von der Wellenmltte M

ﬁ«_“f"
Dfﬂ Gl
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istt die Exzentrlzltat g deo Quer— i R
_jischnltts. Die Verblndungsllnle e(x) e ';iis\ :
aller. Querschnitts~Sohwerpunktc der; 3 9 f3?%f¥}9
~unverformten Welle ist 4im allgemei_«__. vy %‘ﬂ
nen\eine rdumlich’ gekriimmte.Kurve.. —~ ! kA

~ : .
4')/(&{ ﬂ.—z(,, )Q{y
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Ihre ‘Projektionen auf die v,x- béw. die w, x—Ebene sind ey (x)
bzw;fq&x); die Projektionen auf die raumfeste y,x- bazw. Z,X~ Ebe~

ne sindrey(x,t) bzwo'ez(x,t) Die erzwungene Auslenkung der
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\ Wellenmltte M- hat im Wellenfesten System dle Komponenten v(x)
“und w(x), vektorlell zusammengefaBt zZu v(x), im reumfesten

System die Komponenten y(x,t) und. z(x t), vektorlell zusammen=
gefaﬁt Zu, y(x t) . -

Unter den obengenannten VOraussetéungeﬂ kénnen wir fﬁr;kleinef
Deformationen die elementare Stabtheorie anwenden und die
erzwungéne ‘Auslenlkung durch die Differentialgleichung oder -
~durch die Integralglclchung flir d1e Blegung des geraden Sta- o
bes beschrelben. ‘

‘a) leferentlalglelchung

Flir jede der Komponenten der Wellenauslenkung gllt im raum-
festen System d1e leferentlalglelchung o

& (mx) —ﬂ#—l ;o)

)
2 [EJ(X)Q_%M]_“”) EEERRERT
0x? .
;Hlerbel bedeuten ET- (x) dle Blegestelfigkelt der Welle und
py bzw,. P, dig ye bzw, Z=- Komponente der Last pro Langeneln—
, helt der Stabachse. Ds empflehlt SlCh fiir die Rechnung den
physikallschen Vektor y(x +) als komplexe Zahl y(x t) =

| 'y(x t): +17(x t) aufzufassen. Aus den Glelchungen (1) erd
"\dann : - A

%[Em Haet .é‘.tkﬁ G0 !

Die Streckenlast B(x, t) p (x t)+ ip (x t) 1st im vorllcgondalmﬂl
durch die d'Alembertsche Tragheitskraft im Wellenelement ge- '
geben' "

-

p<x,t> Bt /u<x>%|sf<x 0’ 5, t)J e

) Da gleichformige Rotatlon vorausgesetzt wird -is%t

| e(x,t) = e(X) exp[i(ﬂt+ﬂt)] SN '(4')‘5;‘/:~   
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.wobei e(x) d1e ursprungllche Exzpntr421tatsbelegung der Welle iy
odm rotorfesten Koo*dlnauensvsuem darstellﬂg‘v;“” iy ; N

Da es s1oh um eln 1¢neares, ungedamp"tes System handelt kann man
‘fir. y(x t) einen Glelchung (4) entsprechenden Losungsansatz ‘
machen' Lo R ' "g*,h”, . .; "

| <x,u>..~.v<~r> expfa (4 w:)} PO St IS
' ‘Hlerbel bedeutet v(x)—V(K)%lw(x) dle Wellenauslenkung in rotor~ .
| festen Kuordlnaten,‘Damlt erglbt 51ch aus (3) .

/" W @ w8

#x, J“) =3 /“(X)[V(X)*e(’{)] oxp [i(.m-ru)] T o

Mit dem Ansatz (5) und Gle (6) erhalt ‘man ‘aus’ (2) die’ Differen« :
tlalglelchung fdr d1e "Ortsfunktion“ v(x) im rotorfesten Koor~ 4

dlnatensystem° o ' ‘ f

‘ '§iE' [EJ(X) Q__éxl] "EL /u(x) v(x)=Sl /u(x)e(x) (7)

_CEntsprechénd der Lagerung bestehen fur elnlge “der. "Zustandsgro& :
~ Ben" ‘ \ .

Auslenkung y(x,t) s Biegemoment M(x t)— EI(x) éy(x tﬂ
\ Nelgung dx{y(x,bﬂ ,l'j.‘ Querkraft Q( ?b)— Ek(EI(X) ~§[y(x, 3)
Randbedlngungen, die unter Benutzung des Ansatzes (5) auf v(x)
, umgeschrleben werden mussen° Es sollen Jur homogene Randbedlngun-'k-f‘

B fgen in Betracht gezogen Werdeno

“Aus (5) geht hervor, . daB die Welle im ausgebogenen Zustand mit.
‘der Winkelgeschw1nd1gkelt£2rotlert. Fun die Auslenkungskompo- _
nenten v(x) und w(x) im mitrotlerenden System gelten die inho~ ,
' mogenen leferentialglelchungen°.}‘ s s gkt b2 ad 4 '

;e . T
PO, o ;

gi [EJ(X) -K%§L] S) /u(x) v(x) Sl /u(x)e (x) ' f?g ; g{s v B
B o Q.H ST Segl SN (- RSV
Baxz [EJ(X) é__(,él D_ /u(x)w(x) "_Qz/u(x)e (x) z -

g . L v .o
e : “‘ e Bk 2 [
red : 3 . . PO T R
OUTRY i

3l Vel

mit fou misatifedaen Randbeding"{iﬁgeh. R



’b) Integralglelchung o “'3 : “\i,f

In entsprechender Weise kann | man von derAIntegralgieichung,fﬁr:l

,dle Stabblegung ausgehen°

Hierbéi'ist G(i,% ) d1e Greensche Funktlon des Problems, gie
enthdlt bereits die Randbedlngungen des 8pe21e11en Falls.- Phy-

1g“81ka11sch bedeutet G(x,£ ) die Durchblegung der Stabachse .an ‘
:'Vder Stelle x- ini‘olge einer an der Stelleéangreifenden Elnhelts- ‘
kraft, Mit (3), (4) und (5) geht G1, (9) ﬁber in die Integral-
Tgleichung fur dle_"Ortsfunktlon" v(x) '

V(X) Q fG(X é)/u(§)LV(§)~re(§)]d§

o Dies ist elne inhomoge?e Lntegralglelchung

Fw -7 f/u(g> (.6 7 Ty -z ' ) (10,

_ mit der"Stdrfunktlon" ;

{(X) -0° fu<g7>e<x g>e<§>ag

2. 3 Aufbau der Losung aus Eigenfunktlonen_ j"

Die’ Losung v(x) kann tber die. leferentialglelchung (7)

 mit den zugehorlgen Randbedlngungen oder uber dle Integralglei~
 kchung (10) ermlttelt werden, :

Am ﬁbers1chtlichsten 1aBt sich das Verhalten des Rotors be1

_verschledenen Drehzahlen zeigen, wenn man die Losung, ausge~
- hend von der- Integralglelchung, aus den Dlgenfunktionen des

Stabes (1n seiner Lagerung) aufbaut

Bei einem linear-elastlschen System 1st G(x g ) immer symme-
trisch in X undg ;, AT ,

'Durch Elnfuhren von

V"ﬁ'(?ch (x) ) m ié<.x>=-..£<;c>«“ ST B PSeRs

VAT (g)@(x,g) - K(x, r) GE TN SRy

~ kann dex Kern/u g)G(x g) der Integralglelchung (10) symmetrlsch



‘1best1mmt Mlt (14) und (15) wird Glelchung (12) umgeformt in |

... 6 u"~ %

“Jin X undg gemacht werden. Dln solcher Kern be51tzt orthogonale;
‘w.Eigenfunktlonen. D1e umgefo“mte Glelchung (10) lautet- . :

) —ﬂsz(x £) 7€) dg F(x) 12y

mit ‘ AL F(x)__p,2 fK(x,g) E(é)dg ot (13)

Jede ‘der beiden’Funktionen T(x) und F(x) ist quellenmaﬁlg darA

‘ﬂstellbar, d. h. sie genugt einer Integralglelchung vom Typ

R @ (x) “'fK(X ‘5) H(g)d§ '_ e b  _‘:.‘

' und Kkann daher nach den EigenfunktlonenJ?k(x) des Kerns K(x g)
‘entw1ckelt werden‘ ' v |

v(x) ‘f ch‘{’k(X) i 9 "'(14) Y
(x) —Zsﬁykm ERRCEI

Die EntW1cklungskoefflzlenten Ck bzw. Bk 31nd durch d1e Glel-
chungen ' :

TR off"i(xgyk(x)di IO fF(x)q»k(x)dx
: /k. fspk (x)dx PR A By = f«r?ke(x)dx

i

Zé e -ch b fK(X«§)5Pk(§)d§—ZE e an

f&Fur jede Elgenfunkt10n<?1(x) gilt die’ Bez1ehung

??k(x> __(‘%{2/.1{(}{??x ?k(f) dg | | ‘. ‘, (18)

‘mitcok als Eigenkreisfrequenz. Mlt (18) erhalt man’ aus (17)

durch Koeff1z1entenvergleich'

e "Tff)z A B RO )
) ‘,/ | WObei ’:A Fog o le: c% ) ges'e".;é‘b Wirdo X .

: Dle Auslenkungsfunktlon setzt sich also folgendermaﬁen aus den

Elgenfunktlonen zusammen'

| v(x) Z-—-—Q Bk cf)k(x) : (20) :
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% F(x) (Gl 13) ist von- der Exzentrlzltatsfunktion ‘

| E(x)-'V?ﬁ?Eje(x) abhéngig.Da man von der Funktlon B(x) selbst’

- ‘nicht voraussetzen kann, daB gie dle Randbedlngungen fir V(x)

L ! erfullt, ist sie im allgemeinen nicht nach. den Elgenfunktlonen
(x) entwickelbar, Man kann E(x) aber in einen quellenmaﬁmg
‘darstellbaren und elnen quellenmaBlg nleht darstellbaren Antell

zerlegen.' ' ' ‘ '

.

b E<X> _Zék‘)ok(}c) +vy(x) Y
it o € fE x) ?k(x)dx

nyi(x)dx ‘

?hy51ka11sch kann man sich unter dem quellenmaﬁlg nicht darstell~f
baren Anteil -der Unwuchtbelegung einer Welle z.B. Elnzelunwuch~
ten an starren Lagerstellen vorstellen. L

'Mit‘(21) ergibt sich aus Gl (13):

F(X) -—.Q _] K(x .f)LLEk Cf’k(f) + 1.};(;‘)] dg |
Nun besteht fur den quellenmaﬁlg nlcht darstellbaren Antellyl(x)"’
die B921ehung : - . : : j

fK(x g)wg) dg_ 0.

v"-Damit wird <}: : | | e
"F> "Zn el, fx(x §)Sok (é) dg?: k‘f’k<x>- ey

"Verglelch mit Gl (15) 1lefert= o S

Man erkennt, daf nur déz quellenmiBig darstellbare Anteil\dér
Exzenﬁ:iZitétsbelegunng.(x).in die‘AuSlenkuﬁg'ﬁ(x) eihgeht;‘;
Von der umgeformten Auslenkung V(x) V u(x)v(x) kann man nun ein- e
‘fach zu v(x) zuruckgehen. Die Elgenfunktlonen des Stabes sind



‘5}der zugehorlgen Elgenform vk(x) ubereln.

-
}

CI |

on = Tomr . 6(22) gon wer n: |
_ o : 5 & x T‘ — et > ' . ' -'.': .. ‘<' *
vl " AT ‘} s oy« gl s ()
e S R <x>dx,~

S mit 5
 ' o J(/u(x)v (x)dx | i P T S

Dle’dynamlsche Blegellnle an nmlﬁb setnt sich elso aus

.den Elgenfun tionen 5kvk(x) zusammen, die- in der Exzentrlzltats-

- kurve e(x) enthalten sind, multlpllzlert mit "VergroBerungskoef- ,

“flzienten"q % /‘l-—-q'k ., Diese 81nd stark von der Drehzahl n der"

Welle aohanglgo Liegt n in der N&he elner blegekrltlschen Dreh—

“zahl n ek? ~wird der zugehorlge Koefflzlent rlk/1 Q K gegenuber den

anderen sehr groB und die Wellenauslenkung stﬂmmt praktisch mlt

® b {.

'Fﬁ1°f2<KG)k dst’ ok & Elc y G.he vei. der Darstellung der dynaml—
‘schen Biegelinie bei einer beliebigen Drehzahl n nach Gl. (23)
kann der Anteil der hoheren Elgenfunktlonen vernachlass1gt wer—«
fden. Bel einer zweifach gelagerten Welle ‘brauchen im allgemeinen

P&

‘o onur die ersten Blegeelgenformen bls zur Ordnungﬁf*bruck51cht1gt

Zu werden, wenn n zwischen der (@ ~?)ten ud G -ten blegekrltl—l

'schen Drehzahl 1legt Bei mehrfach gelagerten Laufern folgen ‘die
 b1egekr1t1schen Drehzahlen jedoch dichter aufelnander, die Ent-.

B w1ok1ungskoeff¢21enten ck gehen mit. stelgenéer ‘Ordnung k nicht :

so stark gegen Null, und es miissen daher meist mehr Elgenfunktur

‘nen als bei elnem zwe*fach gelagerten Laufer beruck81chtigt wer-

den. f.;'- ';.x R o o o SO K A .

o . -l 2
¥4

Wahrend in d1e Wellenauslenkung nur der quellenmaﬁig darstellbau‘
re Anteil der Exzentrlzltatsfunktﬂon elngeht 1§t fir die Lager—

"“krafte die gesamte auf die rotlerende Welle einwirkende Zentr1~

fugalkraft maBgebend, und in diese geht auch der Antelle(x)
’(Gl 21) eln, denn dle Zentrlfugalkraft ist ‘ |

: ﬁ?gJou(x)[ v(x)+ e(x).} dx ;Jf;. v.'
'Dem hochtourlgen Auswuchten mlt elastlscher Wellenauslenkung
- geht jedoch immer ein Auswuchten be1 niedrlger Drehzahl voraus,
- bei‘der sich der Léufer wie ein starrer Korper verhdlt, Hlerbel
’:;w;rd auch derdquellanmaﬁig,nlqht da stellpare_Ante;l_epfa@j,f ;

.
7, T e e



3. Das Auswuchten

————.—_———-——-— —

"Das Zlel der Auswuchtung ist in erster Llnle, im gesamten Be- .

trlebsdrehzahlberelch des Rotors dleydurch Unwuchten- hervorge—i
‘rufenen.Lagerkréfte zum' Verschwinden zu bringen;.Beim elasti~
schen Lsufer sollen. dabei auBerdem die durch Unwuchten in der
Welle entstehenden Blegemomente mogllchst kleln werden, da 81e 

E ﬁzusatzllche Beanspruchungen darstellen.z ' ;L |

‘ ‘Wie aus. Kap. 2 er31chtllch ‘sind dle "Zustandsgroﬁen" (Auslen~.1
' kung, Nelgung, ‘Biegemoment und Querkraft) der rotierenden. Wel-
e und damit auch die Lagerkrafte in jeder Komponentenrichtung
711near von der GroBe der entsprechenden Unwuchtkomponenten ab=

| hanglg, und . es konnte daher. Jede als MeBgroBe zur Ermlttlung derﬁ
Unwucht’ herangezogen werden, Als MeBgroBSen kommen praktlsch An s

..erster Linte Lagerauslenkungen und Lagerkrafte, welterhln Aus—'

lenkung und Biegemoment (BlegerandSpannung) an einzelnen Punkten

der Welle in. Prage.»

-2

;Da die Messungen an der rotlerenden Welle vorgenommen werden,
" muB die MeBmethode es ermogllchen, die Komponenten der MeBgro-

Ben. bezugllch eines rotorfesten Koordlnatensystems zu ermltteln.slﬁi

—-——--—————.‘-—.—————————.——-——-— —— G o

Dle Unwucht 1st im allgemeinen léngs. der Lauferachse kont1nu1er~
lich verteilt, Beim praktlsohen Auswuchten konnen Jedoch keine
‘vertellten Massen entfernt oder angebracht werden, sondern nur -
Einzelmassen.,Dle Lage der Ausglelchsebenen (Ebenen senkreoht

- zur Rotorachse, in- denen Ausglelchsmassen 81tzen) kann in den’

. meisten Fdllen auch nicht fir das Auswuchten optimal gewahlt
Werden, sondern ist durch die’ konstruktlve Gestalt der Laufers
vorgegeben. ' R

“Zwar konnen bel elner feststehenden Drehzahl die Lagerkrafte e1~u'

‘nes blegeelastlschen Laufers durch e1n System von Blnzelunwuch~
ten in ‘beliebig gewahlten Ausglelchsebenen kompen51ert Werden._
Andert ‘sich aber ‘die Drehzahl ‘dann #ndert sich wegen der Dreh-
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zahlabhanglgkelt der Entw1ck1ungskoeff121enten ck (Gl 23) d1e
Form der dynamlschen Blegellnle,~und dadurch entstehen neue Un-

~+ wuchten, Ein exakter Ausgleich bei allen Drehzahlen Wurde Aus-

| glelchsmassen in unendlich vielen Querschnlttsebenen erfordern
und ist dalier praktlsch nicht: ‘m8glich. Die. Aufgabe muB naherungs—
weise auf ein Problem mit ‘endlich-vielén Frelheltsgraden redu~

.y ziert werden, und es erglbt 51ch praktlsch die folgende Auswucht—

bedlngung.",-v . B ‘”f“ _“‘ T E o, A

MlBt man bei den Drehzahlen n 64_1,...,N) an unausgewuchteten ‘
Laufer die Zustandsgroﬁen L{” Ck—‘,...,l) so sollen durch Anbr1n~
' gen von Zusatzunwuchten U (oder durch Entfernen entspreobender‘

Elnzelunwuchten il )1n vorher gewahlten Querschnlttsebenen die- ,:
se MeBgroBen zum Verschw1nden gebracht werden.“' ' ' B

T e
i
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Das Pr1nz1p des Auswuchtens elastischer Laufer 1aBt S1ch am<kut-
lichsten anhand der Relhendarstellung (23) zelgen.

Wegen der “in Kap. 2 1 aufgefuhrten Voraussetzungen brauchen wir
die: Betrachtungen nur an der i Komponente durchzufuhren. Da der
Antell der htheren Eigenfunktionen «Qk>>ac) an der ‘dynamischen.
Durchblegung v(x) Xklein ist, wird die Blegelinie bei der Betrlebs—
.drehzahl des Laufers genﬁgend genau durch die ersten d Elgenfunk~ .
tlonen besohrieben' '
, v(x)~,213§»8 v1(x) + ....4-ZL—- &gvy(x)
Dann genugt es, nur d1e erstentfln e (x) enthaltenen Elgenfunk--'
tlonen vk(x) auszuglelchen, es 1st also LRy

vOEE R
o

e(x) 51 v1(X) +: ...~.'+-§;ve (X) uifﬁ‘. (24)

;"-, Damit w1rd dle Ermlttlung von e (x) auf" die Erm1ttlung der«fEnt-“ V1

chklungskoefflzienten 51,;...,£6x€duz1ert vorausgesetzt daB
d1e Elgenfunktlonen v1,...,v¢ bekannt sind. -i_ *, , ;\

Elnen getrennten,Ausglelch dex. elnzelnen in e(x) enthaltenen Ei-~
genfunktlonen hat zuerst Meldahl (1) vorgeschlagen. Praktlsche

‘ Versuchc 14 dieger. Richtung wurden 1h RuBland von Gusarow,
Dimentberg U.a, (2), in Bngland von Blshop und Mltarbeltern (6), (7)



unternommen.

‘Der Grundgedanke dlcses Verfahrens 1st d1e elnzelnen Summan— -
den der Unwuchtbelegung Ty .

u(x)= E1/u(x)v1(x)+....+&6/u(x)v6,(x) - '(25) -

durch Gegenunwuchten auszuglelchen, d1e in der Form dey e1nzel~ ‘
nen UnwuchtmElgenfunktlonen/u(x)vk(x) léngs der Lauferachse
verteilt sind, Da'in der Praxis keine vertellten Ausglelchs—
‘massen, sondern nur Einzelmassen angebracht oder entfernt wer=
den konnen, muB jeder Anteil Ek/u(x)vk(x) durch einen Satz von
'jElnzelunwuchten getilgt werden, der diese Unwucht~ Elgenfunk—,
tion- mlt genugender Genaulgkeit approximlert ' '

” Dle elner Elnzelunwucht U ‘an der Stelle Xi entSpreChende'Un4
wuohtbelegung u, (x) erd durch eine sog.. Nadelfunktlon dar-‘

zZus
gestellt (Abb 2)
o >< Abb, 2'

fDle Hohe der Nadel ist dadurch festgelegt daB der Inhalt ‘
Zus[&x des Rechtecks immer gleich der Unwucht der Elnzelmasse o
sein soll, auch belm Ubergang Ax —0: ' ' ‘
ii lim u, (X)Ax:m ‘ﬁ:“ . ".f C'f ;5f ”(26)J':

'Dle Entw1cklung der Exzentrlzitatsfunktlon ezus(x) /uzus(x)/a(x)

nach Elgenfunktlonen gemdB G1, (23) erglbt unter Beruck51cht1~.

H~gung von’ Gl. (26) fiir die Entw1cklungskoeff121enten

) . A/u(x)ezus(x)vk(x)dx . irlvk(x )
Ezus ks 1 _/}u(x)vk (x)dx ‘ &d(x )vk (x)dx M

Uivk(x )
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W wobei zur Abkurzung €  , ,
Nk ./;u(x)v 2(x)dx

gesetzt w1rd.

Wenn dexr Antell gkvk(x) der ursprunglichen Unwucht durch elnen
Satz LI CLEp el e o B B

P
.

Mc‘von n zusatzllchen Einzelunwuchten an’ den Stellen x1,...,xr .
fbeseltlgt werden- soll, dann muBLq so bestlmmt werden, daB .
-sein kster Entw1cklungskoeff1z1ent

MR

€ gus, k zzszus I, 1" = 1 [ k1’ k(x )+"'+ kn k(x )J *?'Ekii(27),_f
= p \ : a
ist. AuBerdem diirfen dlese Zusatzunwuchtcn die Auswuchtung der
"‘ anderen Elgenformen nicht beelntrachtlgen, es gilt also noch .

: dle Bedlngung '

; ." '——-[U 1 V (x..’)'?’o.TU

s m(x )] ¥ o fﬁr mk 0 (28)

Wenn dle Elgenformen ‘bis zur Ordnung:»beruck51cht1gt werden,

' besteht mit den Gln, (27,28) *fur ‘jede' Ordnung k ein System von
¢ Glelchungen fir die n Elnzelunwuchten. Damit - ‘diese elndeutlg

. bestimmt. sind, muB(3~ n sein, und die Ausglelchsebenen (d.h.die

‘ 'Ste11en xi) mussen BO gewahlt werden, daB dle Determlnante

uiv1(x1).a¥..;;.;, v1(x )

. i » 0 ".'-.-." 1 i\ W5 4 5"
g T R D T R

Die Gesamtunwucht wird dann entsprechend G;.,(ZS)'aﬁgen%hert -
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L
durch einen Unwuchtensatz
| e e
A\ ¥ . .
1 =§§1*K 3
% - k=d 4

ausgegllohen.

4

“Aus dlesen Be21ehungen kann man entnehmen, daB man mit. Elnze1~
unwuchten ' in n Quersehnittsebenen n: in der Unwuchtbelegung ent~ ‘
haltene Elgonformen ausglelchen kann.

wZunaphEt sind die E natiirlich unbekannt soda die Unwuchten-

- 8&tzet)) Jewells nur bis auf ‘einen konstanten Faktor aus den
Glh.'(27) und (28) berechnet werden konnen, L&Bt man die Wellel ’
in der Néhe der k=ten blegekrltlschen Drehzahl Lo laufen, dann
ist ihre Auslenkung praktisch allein durch den Unwuchtanteil ‘
/u(x)ékvk(x) bestimmt und kann durch den. zusatzllchen Unwuohtenf |

_ satz14 unterdruckt werden.. Auf dieser Grundlage wurden bei den
in (2) und (6) beschrlebenen Vcrsuchen nachelnander bel Dreh—‘

' zahlen nahe ne1,...,n durch Probleren dle Faktoren€1 ...,g

,ermlttelt und dle Unwuchtantelle /u€1vv...,/u£ v ausgegllchen",

Die hochste Auswuchtdrehzahl mufB iber oder zumlndest nahe bei
“der hochsten Betrlebsdrehzahl des Liufers: 11egen. Lt el

Mlt Elnzelunwuohten 1n n Ausglelchsebenen kann man einen ela~ T

stlschen Laufer also nur im Dre hzahlberelch .der ersten n- bloge- o

kritischen Drehzahl auswuchten. Dabei hingt die mogllche Aus-
wuchtgute von der Genaulgkelt ab, mit der d1e dynamlsche Aus~
1enkung des Laufers I diesem Drehzahlberelch duroh die ersten o
‘n Elgenfunktionen beschrleben wird, ‘

Der starre Laufer 1&8t sich hler elnfugen,‘wenn man 1hn als
- freien K8rper in der Ebene auffaBt. Ein solcher hat den zweln‘

’ fachen Eigenwert Null und als zugehorlge Elgenformen die Paral—,
lelverschlebung (Elgenfunktlon v(x)=1.) und die Drehung um den
Schwerpunkt (Eigenfunktion v(x)=(x-x )/x = Schwerpunkts~
abszisse), Bezieht man diese belden Funktlonen in die Eigen~ - ‘
funktionen mit eln, dann erkennt man, daB auch der biegeelasti=
sche L&ufer zunédchst hel niedrigex Drehzahl wie ein starrer
Rotor ausgewuchtet Werden muB ‘ ' f




fbelﬂeblgen Drehzahl n ' ZustandsgriBen L,
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. Anstatt jcde in. der: EXaentrlaltatsbeleg mng enthaltene Eigenform

fir sich auszuwudnten, ist es anzustreben, aus den Ergebnlssenv
mehrerer MeBl&édufe auf einmal einen Samz von Elnzeluhwuchten zu

;berechnen, der dle gesamte ursprungllohe Unwucht u (x) mit der
3geforderten Genaulgkelt ausgleicht :

Eine Elnzelunwucht U an der Stelle Xi der Welle ruft bel der :

£ ,
wdes Laufers hervor,

dle wegen dexr bestehenden Linearltat zu’ U proportlonal 31nd-

(V) (’)., L
L/\. P E SR

\
! i

‘Die dynamlschen Dlnf;uﬁzahlen p)_( v) héngen von den elastome-

ohanlschen Elgenschaften des Rotors in seiner Lagerung, von der
Drehzahl n und der Lage der Unwuchtebene (xi) ab, Beim Vorhan~

- denseln mehrer Elnzelunwuchten superponleren 51ch deren W1rkun~
gen: '

'(w} (v) - y' (V) iR \

“‘Werden nun am" unausg~wucbteten Laufer bei den MeBlauf—Drehzah-
‘len n @v 21,00y N) die ZustandsgrdBen Lak) gemessen, dann - mussen

;aus dem . Glelchungssystem

"Vlrzelunwuchten ‘U:L berechnet werden, durch deren Anbrlngen dlese
fMeBwerte'L gerade zum Verschw1nden gebracht werden. ' '

R (1) -~ 5 )
RO ;Zpu Ugmgwe Byl

P ' « %4 !”.CCO"I’D._"O.Q . i "
. W w1 »
L =i ‘ : ", - :

‘oodoo.-nonooooo . ‘(30)
ﬂ ’ . 'l(‘ . ‘
meu- gl ST A
octc"oeooco no)“ :

,{_:4

{

 Unter Benutzung der Matrlzenschrelbwelse kann man das Glelohungs- -

system (30) abgekurzt als



v g
' schreiben, wenn man die Abkiirzungen

|

ML Ly N e
0 N (1) (1)

- : 8 " » | / ‘p']'l_”"’qvplln{

s L(Q) RSENE P 3 (1)

. :\, 6 e : 1 p 1 a0 w p - ’ 5

/I/I’= ' ] ,/e= 3 U.nd p: A ¢ -gl-nt'oaofnize‘\

- i (N) RE (W) (™) | |
20 A o B ) By g wsrenaBigy )
e I 2 v i E & oq‘ap-looe-auoo
A S : o ~AN) 0 (W)
\ : ' ¢ e p cane p '
g
 .e1nfuhrt.

Damit das Glelchungssystem (30) elndeutlg nach den U aufgelost
werden kann, muf die Anzahl 13; N der MeBwerte glelch der Anzahl
n der unbekannten Unwuéhten gewdhlt werden. AuBerdem.mussen die
Gln. '(30) voneinander linear unabhéngig sein, d.h, die Determi-
nante der Koeffizienfenmatrix'“darf,nicht verschwinden: :
-deth AT e el (B
Dles bedlngt, daB die MeBlaufdrehaahlen S0 gewahlt Werden mussen,.’
daB die: Auslenkungsformen bei ein und devselben Unwuchtbelastung
“sich wesentllch voneinander unterschelden, Die Auswuchtdrehzah- :
len mussen also genugend welt auselnanderllegen° am . besﬁen Je~
'WellS 1n der Néhe verschledener blegekrltlscher Drehzahlen des
Laufers. Nach Pestlegung der Drehzahlen ist auch die Lage der

'Ausgleichsebenen hicht mehr volllg willkiirlich, sondern ‘durch
dle ‘Bedingung (31) beschrinkt. '

Nach den Betrachtungen von Kap. 3.4 werden ale nach Gl (30) be- |
\ rechneten Einzelunwuchten die unteren n Elgenformen der Unwucht—,
belegung ausgleichen, da diese ~ im Bereich der unteren biege-
krltlschen Drehzahlen -~ den starksten ElnfluB auf die Zustands- )
‘groBen der Welle haben. |

Um d1e Fehler infolge: von MeB~ und Rechnungsgenaulgkelten herab-\
‘zudriicken, ist es vortellhaft mehr Messungen als notwendlg vor-
' gzunehmen (1 N)n) Man crhalt dann ein Glelchungssystem
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giir dle Uiq'daswmehr'zeilen_als‘Spalteh hat, d.h. Uberbestimmt .
ist. Die Anwendung der'AusgleichSrechnung nach dem Prinzip .der

klelnsten Quadrate auf (32) fiihrt auf ein Glelchungssystem '
| ﬁ?%—~¥7[ " ‘(33)

 m1t quadratischer Koefflzlentenmatrlx, wobe1 dle transponler—
/ g Matrixg ist, .Die.aus G1, (33) berechneten Ui sind mit weni-‘

‘ger zufalllgen Tehlern behaftet als die aus Gl. (30) mit 1+N=n

ermittelten Wer‘be . ' \

.—-w.—.u—--——-—-o.c— 410 e oo sy 2 Lo en s 0t e e e e by O e e e e s e S T e B0 (s oy S

Die Berechnung der Ausglelchsunwuchten Ui durch Aufldsung des
Glelchungssystems (30) setzt die Kenntnis der Koefflzlentenma~- '
-\trlngvoraus. Man kann drei | Wege zur. Ermlttlung VOn'P unter- “‘

&

schelden,,f

—-.-——-—-——. -—.-m--..——.-————————-nn-—. ——————a—————.————-—-—

Dleses von El Hadi (4) beschrlebene Verfahren 1st eine Verall-
"geme nerung des Auswuchtens starrer Léufer in ihrer. Betrlebs—'
lagerung. Es selen z,B. vier Ausglelchsebenen vorgesehen, und ;“.
. es sollen z B. Je zwel ZustandsgroBen ‘bei zwei verschledenen.”
MeBlaufdrehzahlen n, und n2 gemessen werden. Die unbekannten
Ausglelchsunwuohten haben'die Komponenten UlV’ in’ die erfor-
derllchen MeBgroBen die Komponenten YK " WA im rotorfesten Koor-'
‘dinatensystema Zwischen den v«Komponenenten der MeBwerte und
,“der Unwuchten,,dle man zu den Vektoren | - ” |

| "V()\\ SERTERTNE® B 1=
PTG I SR (1) .4 o
P e S V . v Ung
Y .;“-.~_(2) - cund Y, = )
/2) S .
Vg ;! o a _U4'V"

zusamméhfassén kann, besteht‘nach ¢l. (30) die Beziehung Y _
| | _ L T €3

Fﬁr die W—Komponenten besteht ebenfalls dle Gleichung 4 \ ;o
pr-* "'W, ‘ . (3‘5)



i

- da wegen der vorausgesetzten IsotrOpie des Liaufers und der Lager
die ElnfluBzahlen fiir beide - Rlchtungen gleich 31nd

' VZunachst laBt man den unausgewuchteten Léufer mit den Drehzah«

~ 1len n1 und. n2 rotieren und miBt bei dlesen dle Zustandsgroﬁen -

§1) V%')und V(z), V(1) Unm die Elnfluﬁzahlen p;)_Azu bestim-
men, . brlngt man zuerst in Ausglelohsebene 1 eine "Tarlerunwucht"
 ;£SU1v bekannter GroBe .an, Beim "Tarlerlauf" mlt der Drehzahl.n1
 miBt man nun die GroBen V§1> und V§1) Da gegentiber dem urspring~
llchen Zustand nur die Tarlerunwuch'b,AU1v hlnzugekommen 1st

muB die leferenz der MeBwerte dle erkung VOn¢SU1V sein:

' N(1) V(1) Av(1) £ p1§1)AU1v -

S | | ';(36)‘f J’h
- <;;(1) V(1) Avm5 “’AUW PP,

| Daraus ergeben 31ch Pq (1) und p2(1>. Als nééhsfes Wifd ein Taw~
rlerlauf mit derselben Tarieruancht be1 der Drehzahl nz‘zur

~'Best1mmung von. p1$2)und ngz) durchgefuhrt Danach muB£§U1v snt.

fernt und, eine Tar1erunwucht¢3U2V in. Ebene 2, befestigt Werden.-
Zur Ermlttlung aller 16 ElnfluBzahlen miissen also je v1er marler-
;-1aufe mit den Drehzahlen n1 und. n, vorgenommen werden.‘l-' '

'Bel Vorhandensein einer, geschw1nd1gke1tsproportlonalen auBeren N
Dampfung tritt an die Btelle der Glelchungssysteme (34) und (35)-
das gekoppelte System SN :

P IETOE T S S M, _ W i‘ fe g : 7‘% SR 8
Die in unserem Belspiel achtzelllge quadratlsche Matrix b951tzt;{
bei 1sotrop stelfer Welle nur 32 verschiedene Elemente. In dle—‘ .
sem Fall kommt ‘man mlt derselben Anzahl von acht Tarlerlaufen
aus, weil bei jedem Lauf 2:1 = 4 EinfluBzahlen ermlttelt Werden
’kkonnen, z.B., beim Lauf m1t[&U1 be1 der Drehzahl n1 folgende-i

- EinfluBzahlen: : : ‘

(1 _ D (1 )
q1$ )_* Eﬁ1 U SE G21." = AT, V2_' o
e gy ST Y P Y T ) e
q5§,) E Zﬁ1 W( ) . q6§_),f Wolen




"tlerenden Welle 1st

mit

  ;’ T 'if r @12f Jﬁ/u(x)v”f(x)dk‘

F e, 4T

i

'Be1 groBen- Lau;ern (z B.. von Damp;turblnen\ die im Betr1ebszu~_“

stand in 1hren Gehausen auogewuchtet werden mussen, ist das Be-.

‘ festlgen der. Tarlerunwuchten und das Starten und Anhalten der

'Meﬂlaufe sehr umstandllche Wlll men dies umgehen und mlt wenlm
‘ gen MeBtdufen des unaus%ewuchtoten Rotors auskommen, dann muB .
‘man die ElnfluBzahlen P

s ') theoretisch. vovherberechnene Dazu-
ist naturllch Voraussetzung, daf3 dle elasmomechnlschen Elgenn‘

schaften des Rotors bekannt 51nd
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Von Hﬁbnef (5) wurde zur Berechnung‘der Eiﬁfluﬁéaﬁlén‘ein”verQ

fahren vorgeschlagen, das den Aufbau der dynamlschen Biegellnle

© der Welle aus den Elgenfunktlonen des’ Laufers zur Grundlage hat.

Die duroh die Unwuchtbelegunv uL(x)-/u(x)e (x) hervorgerufene ‘
Verformung der mit der belleblgnn W1nke1geschw1ndigke1t1?;,ro-,

.v<x> —Xﬁum o Ge
= Y3t PR o L et

; 01@): ; f/u(x)e(x)vk(x)dx

(39) -

Y
-

'Glelchung (38). kann man angenahert durch, ein llneares Gle10hungs~
'system ersetzen, und dafiir, benutzt man am uber81cht110hsten dle

Matrlzensohrelbwmlse. Man stellt dle Auslenkungsfunktlon v(x)

‘-naherungswelse durch ihre Funktlonswerte ‘an einzelnen Stellen

xj,x2,...,x dar, 1n Matrlzenschrelbwelse durch den.Spalten~

vektor : S A T NN

Das Integral im Zéhler von'él (39) w1rd - wie in: der prakti-

gchen Mathematik liblich = mit Hilfe' elner Quadraturformel"

durch eine Jumme ersetzt wobel die. W d1e"Gew1chte" der ein-
zelnen Funktlonuwerte bedeuten. '



’__,19;
¢

JOM(X)G(X)Vk x)dx*“ii W, /u(x )e(x )’k(xl) ‘ ’ \ (41)
: R ; ¢
 Die Unwuchtvertellung 1angs der Rotorachse kann man durch den
- Spaltenvektor ‘ :
Aog). v L n L
- LY SR A w N st Tk
w='1- AT el N e

i

annahern, wobei hler dle "geW1chteten" Unwuchten mlt U bezeich- 
‘net wurden°‘ | : ‘ § 2 |

", /u(;c.)e(-x;)

In gleicher Weise wie v(x) stellt man dle Eigenfunktlonen vk(x)w-,
durch die Vektoren' ;

~ ad

dar, und die Gesamtheit: aller Elgenfunktlonen blS zur Ordnun <§‘

’durch e1ne Matrlx von" Spalten:

\I)"’ (’iﬂ{ '?2 oooc Vd) ' Lo (44-)
gUnter Benutzung der Deflnltlonen (42) und (43) kann man d1e
Summe (41) als Matrlzenprodukt schrelben, also

QEJW /U(Xi)e(x ) alxg ) 151{ '»_;v‘,,};A (455 =
"(Y? ist der trénaxmlerte'Vektorwg) o , TR

Flihrt man noch die Abkiirzung

HA ' | '()1 ‘1 “:' y I BTN
, F - (46)
: . kT 2 |
~1 u(x)v (x)dx T
) ein, so wird der Faktor c‘"ﬁn Gl (39) durch,

k("')*F (. B R OV )




-éngenéherﬁ' Gl. (38) 1st praktlsch noch genugend genau, ‘wenn man
-~ nur eine endliche Anzahl von Elgenfunktlonen (bls zur Ordnung(%)
|+ beriicksicht 1gt- REEITS A

dc) > @"%k (x) (48\

' . k
- FPassen wir die Faktoren e bis zur: Ordnung zu einer Dlagona1~

CN

‘matrix

by oy
zusammen, dann wird Gll (38) in Matrlzenform folgendermaﬁen
~ fdargestellt. , ‘ ; e '
SRR f -JE{;(“’BE B O
~ -d,h, w1% haben getzt ein System von n 11nearen Gleichungen ZWi~-
;schpn den Wellenauslenkungen V(x ) und den Einzelunwuchten Ui

vor uns, das G1. (30) entsprlcht.‘

o= ;/ FwFég'-u"' \ g 1;»;
‘w%(9X=; i “v,«:,. S ,. 4y

| 'Wenn bei elnemN -fach gelagerten Laufer zu der Elgenform vk(x)
TR - 5 Lagerkrafte Sk (A. 1,.,e,«) gehoren, dann kann man die

Lagerkrafte Sc ‘dle sich bei der Rotation mit der belleblgen ‘

Wlnkelgeschw1ndlgke1tf7v elnstellen, entsprechend Zu v(x) als

fSumme der Elgenlorm~Lagerkrafte Sien darstellen' _
. 0 |

s(i) =2 %% o(")sk)\ e 28 L (51)

-:Drsetzt man auch hler wieder dle Relhe durch e1ne endllche Sum-
, me, dann 1488t 51oh nach E;nfuhrung von ,’ ’

: ,6A(V) = ° 1 (Ve “bor der Lagerkrafte bei der Wlnkel-
SRR Sc(y) i geschw1nd1gke1t Y "
811, BpqeeseiBgy|
‘ T und*a”i [ . "k Matrlx der E1genform-

3

"_tgik fézil'””f§$~gﬁti: ¥, Lagerkrifte)



die”Gésémthéit der Lagerkraf*e bel C?Vanalog Zu Gl (50) in “
der Form el Qo o St
| «C”) ZT%(")QL A Lo sR)

schreiben, Die Berechnung der Koefflzlentenmatrlzenxwgvzﬁ' bzw
5‘%—(\’) 36 erfordert d:Le vorherlge Berechnung der: Elgenfunktionen

vk(x) und ggf. der zugehorlgen Lagerkrafte SkA" und dazu ist
ein betrachtllcher Reohenaufwand notwendlg.

———-—-————-———-—-— fovptphuupiputn * Sppubgunpuspirieiatslege g b Dot e e gt g gl

s oy gy S g u--—-qm—-n.—“-n—-.n_ s nae --—--—-----.——-

“Man kommt mlt gerlngerem Reohenaufwand zum ziel, wenn man zur

iBefechnung der Koeffizientenmatrlx D in Gl (30) das Verfahren

- der Ubertragungsmatrlze n anwendet das in den 1etzten Jahren
zur Berechnung der. Blegeeigenfrequenzen bellebig abgesetzter ’,‘
Wellen mit Hllfe von Dlgltalrechnern benutzt wird - (Vgl mechn.A
Berloht Nr. 25)

. Die Ermittlung.der Eigenfrequenzen ist ein EigehwertprdbiémQ' 
Losungen der Differentialgléichuﬁg'fﬁr die Auslénkung”éxisfie—
 ren nur fiir bestlmmte Elgenfrequenzen, dle von den Randbed1n~i
- gungen abhangen. Beim praktischen Rechnen werden diese Elgenwer-
 te nach einem Restwertverfahren: gesucht das auf ein systemat1~
sches Probieren hinauslé&uft, Im Gegensatz dazu 11egt der Aus-""
 1enkung der rotierenden Welle 1nfolge Unwucht eine 1nhomogene'
lefferentlalglelchung zugrunde. Be1 VOrgegebener Unwuchtbele-f‘
- gung erglbt sich bei jeder Rotatlonsfrequenz eine bestlmmte
erzwungene Auslenkung, die, 1n einem elnmallgen Rechengang be—
stlmmt Werden ‘kann., ' \ '

Der Rechengang als solcher wird im nachsten Kapltel ausfuhrll—
"cher beschrleben werden. Bei vorgegebener Unwuchtbelastung 1ie~ f 
fert das Verfahren die numerlschen Werte aller 4 "Zustandsgro~r;
~ Ben" an belieblg wéhlbaren Punkten der ausgebogenen Welles Die ..
Lagerkréfte sind durch die Querkraftsprunge an den Lagerstellen'
' gegeben. .

D1e Berechnung dexr ElnfluBzahlen ist nun elnfach eine rechneri~
,sche Nachblldung der "Tarierlaufe" '




it BT e

g 1) Zunschst mussen dle Auswunhtdreh"ahlen, Anzahl und Lage der

Ausglelchsebﬂnen,una die Meﬁgro en gewah;v we Lden,'

ﬂ2) Fur die Drehzahl n., werden- nun an dom reﬂhwerlschen Modell
- des Laufers, der bis auf die Elnzelunwuch+ U (wn Ausglelchs~

ebene i) unwuchtfrel ist, die als MeBgrofen aus§ewahlten Zu—v-

; {
: standsgroﬁen berechnet, zsB,. die Lagerkraftn und . 1,
' (v) (V) 2 . i 2"
~ RV, (V)‘
'L21 p?lUl ,
| Hleraus ergeben sich die Dlnfluﬁzahlen £V‘ und é Ebenso wie

bei der experlmentellen Ermlttlung der p‘” sind bel n Ausglelchs-

AL

* ebenen und N Auswuchtdrehzahlen n- -N. Rechengange erforderllch
‘um alle n2 Elnfluﬁzahlen zZu befechnen,

‘3) Tun werden ‘die MeBléufe bei den Drehzahlen By (v-1,...,N)

durohgefuhrt und am - unausgewuuhteten Laufer die ZustandsgroBen'
(I(?‘ 1,”,;})gemessen.- '

" 4) Durch Au;losmag des bystems der Bedlngungsglelchungen (30)

"t

(fur das Belsplel mlt =4, 152, N-2)

P»] )U'l ﬂ(’ U *£1)U3 D 4_ 4_ :"'I’g ) |
(1 i ()
“Fa U1*§ U2 §>23 3*P24 g~ Byt

p']»]) fp‘l % zp< % T‘p,lz_ 4 — ....:Lg )

K2} v (B (2) w42 nt {2)
Pagty *PzzUz*st 3P U 47 Lo

'Hkonnen die erforderllchen Zusatzunwuchten U berechnet Werden,’
;'Gegenuber dem von - Hilbner : (5) angegebenen Verfahren hat -die im .
 ‘”fo1genden Kapltel 4 ‘beschriebenen Berechnungsmethode den Vor-‘
‘gtell daB aus den Daten des L&ufers die ElnfluBzahlen berech—
.,net werden konnen, ohne daB dle Elgenfunktlonen vorher ermit-

uelt werden muspeno

‘mﬂ4;’Dés'Vérfahren déf;ﬁberfragungsmatrizen

Dieses ‘ist ein numerisches Verfahren zur Berechnung'dér Werte

‘der Zustandsgroﬁen an elnzelnen Punkten der ausgebogenen Welle._

Auf Grand der Voraussetzangﬂn von Kap., 2.1 kbnnen wir Jede
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Komponnntenrlohtung fur swoh bﬁrandeL : die ZustandsgréBen der
Blegung in der iuv-mbane s°ﬂen m1 : : bt '

Auslenkunb, ikf;7.",L' ”"m heigunr‘“
M Blegemomanuj;‘ AL R TR - (P . Querkraft -
bezelchnet | | .

Zwischen den Zustandsgroﬂ 1. am Ende (Indox “*1\ und am Anfang

(Index i) elnes Abschn1tt°s -einer rotlerenden, urwuchtigen Wel~v
“le bestehen auf Grund der linearen inhomogenen leferent1a1g1e1~,

,;chung (7) allgemaln 11n@are Beziehungen der folgenden Art:

';:Vi+17?’a1q~vl Bt aw2({ig 313 Mi+ a 4 Q f_a15.

Yo o

Miyy = 83q Vit 2gp(yF 853 Mi* 33 9 + a35

Qg =By Vit B (gt agglivoay, O +a45';“

‘ Unter Benutzung der Matrlzenschrelbwelse kann nian: dleses System Lo

zu elner Glelchung zusammenfassen°

v oy e Ay eyt aps **TV\f‘{”;‘

¥ Sar By’ T py . Epy o mmpg| Qi T

. = | 8gq. - Bgp . Bgy ey i Egg dt Mo (5E)

Q B0 . Bgp %3 By fys [ Q)
VT /e ) © RACAr : /'i+1_ 1 i

‘oder abgekilrzts

Ji s TGy

vé%il? M heiBt der "Zﬁstandsvektor”laes”i_ﬁen‘Wellén§'
Ty | ,
; punktes‘O%A_ dle“Ubertragungsmaurlx" des (i+1)ten Wellenab~-

Jschnit%es;T3,und(%mussen gegenuber dem homogenen Fall (frele5;5

Schw1ngungen) um eine 5. Zelle erweltert Werden, Well in, denym

‘Gln, (52) die Glleder 315,,ug,a45 auftreteno D1e tr1v1ale G1e1~'xwl

chung 1=1



in (53) ist notlg, damlt die Bezlehungen (52) 1n Form elnes Ma—;
‘trlzenproduktes geschrleben werden konnen.

fDle Ubertragungsmatrlx elnes Wellenabschnlttes kann man dadurch ‘
Herhalten, daB man die leferentlalgleichung (7) fur das betref~

.&fende Wellenstuek 1ntegr1ert und die freien Konstanten in der

‘T‘Losung durch die Zustandsgroﬁen am Anfang des Wellenstuckes aus—

' ‘druckt D1e chhtlgsten Ubertragungsmatrlzen 51nd dle folgen—
'den. N -, ‘

l) Fur eln massebehaftetes Wellenstiick . mit . konstantem Querschnltt
ﬂund uber die Lange 1 kon stanter Schwerpunktsexzentrlzltét e:

Sflen s ok “ac  } '>a1s
ke Gl S/ ac
) 67,: ttc/a ’ }c41s/é[, j\. C | 18 A[
yAS/alr j<4c73 ZEE AL R g;‘.hggc
g g T S

Hierbei bedeuten. a . '.2
Bl J
‘ N JC @1 Z;‘J g = :
:“und O S c,s sind Abkurzungen fiir die 'S0g. Raylelgh—Funktlonen°‘
C= 1/2(coshm + cosKk); c= 1/2(cosh}¢— cos1<)
S 1/2(31nhy“+ sini<); s=1/2(51nh1¢~ .SanQ)

tr_‘il—'
g

x ‘2) Fiir ein masseloses Wellenstuck der Linge 1 mit’ konstantem
Querschnltt. : e m g

1 1%/em5. 1°/6E5 O

‘1A: “
. 0 11/BF 15/2B3 O e S T
0.0 0 e 0 | ‘ v
o.‘ 1

o o 0

~ Sie geht aus der Matrix . (55) durch den Grenzubergang:K:€>O hervor.
‘3) Fiir einen- Punkt(Feldlange (1= O), an dem s1ch elne Elnzel—

-  ‘masse m und.eine elastische Lagerung (Querfederkonstante cQ,

jDrehfederkonstante cM) befinden: : T, At



. 1 ._O.

‘ 0 0 0
"o'»-;1. g g v o
OL oy 10 0 (57)
" fts +mQ 0 0 1 mlfe
ot PR B E o _‘o' 751

Hierbel bedeutet e dle Schwerpunktsexzentrlz1tat der Dlnzelmasse.

Will man die Wirkung einer Zusatzmasse m,- am Radius r- berechnen, A
'~ dann kannmen voraussetzen, daB der Radius r. groB gegeniiber der
‘Wellenauslenkung v 1st Wie man aus der obenstehenden Ubertra—~

4'gungsmatr1x (57) entnlmmt bestehen zw1scheh den Zustandsgroﬁen
11nks und rechts der Zusatzunwucht d1e Be21ehungen

| V1+1= Vl’ {’1+‘l ‘(fl ’ Ml‘” =Mi

Qi+1 :'QA‘ + m Sz (vi + 'r)ﬁfw‘

Wegen.z'x>vi ist mlt guter Annaherung.  *‘

Qiﬂ;-g g2 mrn. = Q- US'), e
und die‘ZugehSrigé Ubertragungsmatrlx verelnfécht sich éﬁ'
e 1+ -,'O‘V“' o ‘o ol
10 0o | e
100 Jer LT L (e

S0 01U, R
o 0 ‘o.f'"o -- 1 ’

22

=
I -

o o o
o

l

- Da die Ubertragungsmatrizen 1mmer den. in G1. (53) angegebenen "
| Aufbau haben, gewinnt man die Produktmatrix ()Ll_I @1+1ﬂﬂflaqs
der Matrlx:QE'des 11nks der Einzelmasse gelegenew Wellehab-
schnlttes, indem man -zum Element a45 vont% dle GroBe V2£L2
,'addlert s ‘

a45,i+2'”4a45,i f .Uz,i+1$2 Vet e LR
“Der Rédhengangkzur numeriSchen’Berechnungvder'Zustandsgraﬁenﬁ
an allen Stellen:i der Welle 1st im Pr1n21p recht elnfach

Zunachst muB die Welle in Abschnltte 3ewells konstanten Quer-
schnltts aufgetellt werden, wobei Punkte, an denen Einzel~
massen oder Lager sitzen, Abschnitte mit der Linge Null dar-




""26 _‘",
stellen.

‘Man kann die reiativ ﬁmsténdlich zﬁ berechnende "Réyleigh—Matrix"'

{55 Ty massebehaftcte Wellenstiicke vermeiden, :wenn man die Wel~4l*
lenmasse verelnfachend in elnzelne Punktmasseﬁ an den Abschnitte-

i enden konzentrlert Dle dazw1schen11egenden, nur noch elastlschen~ |
Wellenstﬂcke be81tzen dann die einfache Ubertragungsmatrix (56).

: . Bei der Erstellung dleses Ersatzsystems miissen 1angere Wellenstucke

;,‘so untertellt werden, daB fiir Jeden Abschnltt "

V/K) v <§ 1

'.vlst damit d1e Abwelchung vom w1rkllchen System klein blelbt Nach
~ der Berechnung der Ubertragungsmatrlzen des Ersatzsystems geht
- die Durchrechnung vom linken Wellenende ‘aus, Durch dle Randbe-~
dlngungen S1nd dort 1mmer zwei Zustandsgroﬁen vorgeschrleben,

im. Falle homogener Randbedlngungen zu Null. Der Zustandsvektor

1

'

670 am Wellenanfang enthalt also noch zwei unbekannte Zustands—'
groBen; z. B, bel gelenklger Lagerung (s. Abb 3) Neigung ?O.und.
'Querkraft Q

}“’ =(O ?00 QO” .

,Zur‘pfakﬁischen Rechrung schreibt man go'amfbesten in der Form .

3 oo 4o 3 DT (59)
5 = O ! b \O Q + » . 3 . . ‘.'_"_ |
of ol . \u

bei der man die unbekannten Zustandsgroﬁen als Faktoren heraus~'

alent. L e g LT LTS R
ja Cn’ éh o, o e G ’ ‘ ' . 2}”' - b

‘Durch Multiplikation von o] mit der Ubertragungsmatr1xtﬁ1 des

Sovinghie

. Wellenabschnlttes erhalt man den Zustandsvektor an der.

Abbs. 34



O A

| j‘Sfelié'1:v

1 * ) . 2 " o\
B [By 4 BigRig By #15
. ) ) : a ;
-}1 ."'01/.1}0 N :35 T
SRS DU & , ‘ | 5
_, -~ {0 0 0 0 i

" Durch fortgesetzfe Multiplikatidn von mit den ﬁbertragﬁngs;,"

o)
matrizen aller Wellenabschnltte blldeé?man den Zustandsvektor

am Wellenende

371 <_f)o+& Q+Q—

v Hlerln bedeuten‘@ ; 49 undfg' dle ‘durch Multlpllkatlon -
- mlt Cn aus den drel Vektoren in Glo (59) hervorgegangenen
Spaltenvektoren, Z B. i ‘ , <. '

- 5.271'-”#_ ( bzi‘,"nwbzz,n P2z,n Pog,n O)

Dle Randbedlngungen am Wellenende schrelben w1eder zweil Zustaxb-‘,
. grioBen vor, Zo B. an einem elngespannten Wellenende (s Abb. 3)

e

‘n= b21,ncfo'+ P10 go +“051,n =4

Tn.= P2z nﬁoof" Y40,n Q% * P52 p

|

o

: Dies erglbt gerade zwei Bestlmmungsglelchungen fur d1e belden
unbekannten ZustandsgroBen am Wellenanfang. Sind ¢ und Q aus
‘diesen . ermlttelt worden, dann sind s&mtliche Zustandsvektoren

}i“'@21(Fo+ '@ .'1'651

der Welle bekannt

it

. Plr eln‘querelastlsches;’gelenkiges Lager‘am Wellenanfang wire
~ den die Randbedingungen

s

i

U = 0 Yo
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i>ﬁ;lauten, der Zustandsvek or am Wellenanfang hatte also die. Form A

o Entsprechend wére die Lagerungaoualngung fur eln querelastlsches,
elngespanntes Wellenende ' -

= 0.

,?n ‘%jTCQn Vi

’Der oben beschrleben elnfache Rechengang kann allerdings nlcht
'mehr angewendet Werden, wenn- starre Zw1schen1ager vorhanden 51nd

- An einer solchen Stelle versagen die bisherigen Ubertragungsglc1~:

/ chungen, denn in der fiir ein elastlsches Lager geltenden Gleichung

in+1 .=. ‘_Qi' ""’ Q'«'&r.

_ware V. —O und ch~.oo Daher muB bei elner starren Lagerstelle der ,

-‘Rechengang unterbroohen werden. Aus der Zw1schenbed1ngung

‘i‘=O

'  kann man eine dexr Anfangsunbpkannten ellmlnleren, z,B. be1 gelen—f
'klg gelagertem Wellenanfang(? durch die Glelohung '

SRR P25 Fot 411Q * b51 0. |
Als neue Unbekannte kommu stattdessen auf Grund der Be21ehung
2. | ' Qi+1 Q4 Fead
kfdie Lagerkraft L&Q hinzu.
X Ist . s oy % N S v
P g K 521‘?5 7“"’6’4'1.% +55i
der’ Zustandsvektor unmittelbar vor dem Zw1schen1ager, dann erglbt'

"“81ch daraus fir den Zustandsvektor unmlttelbar hlnter dem Zwischen-.
lager zu . SRR R A



O—~000
O
3

E —

’ A l‘*) "
TR
c‘l
5
-

Nt
-—

}L'H (/6‘ 4_1 :’_‘} Q”Ql) QO +

- Es bleiben also bis zum Wellenende in der Rechnung'immér zwel
. Unbekannte, die . dann durch die beiden Randbedingungen am Ende
festgelegt werden. ‘

<. Auch bei sehr. stelfen Zwischenlagern empflehlt es sich, Zuf _1‘
»~Vermeldung numerlscher Schw1er1gke1ten, ghnlich w1e bei star— ‘
ren Zw1schenlagern vorzugehen. Der Rechnungsgang wird unter- ¢
'fbrochen, und als ZW1schenbed1ngung setzt man jetzt ’

vi+1 = By Qi+1 mit hy = 1/c

2 Mlt ‘Hilfe. dieser Glelchung wird eifie der Anfangs~Unbekannten
'elimlnlert, und wegen :
Qi1 Q +AQ

~~Ikommt d1e neue Unbekannte AQ hlnzu.

“ Das Verfahren der Ubertragungsmatrlzen ermogllcht es auch 1n ;
‘sehr elnfacher Welse die Krelselw1rkung von Schelben in die |

' Rechnung aufzunehmen. An die Stelle der Ubertragungsmatr1x(57)

- flir eine Punktmasse trltt ledlgllch die Matrix fur elne Ein- =
zelscheibe: ' ‘

!

1 . 0 0

0 00
L=l o, o2 1 0 m&|  (e0)
O = o, ¢ 1 0 m | - 0
OL nf}2 0 o .1 m-ge,_, |
0 0O 0. 0 T | |

'Hlerbel bedeuten'C)das fir die Krelse1w1rkung maBgebende Trég=.

| heltsmoment m die Masse. der Scheibe, e die Schwerpunktsexzen-
tr;21tat und f die evtl. vorhandene urspriingliche Schlefstullung ‘
der Scheibe d.h, den Wlnkel zwischen geometrlscher Schelben-‘ |
‘achse und Wellenachse. '

Auch . dle erkung von Dampfungskréften auf die dynamische Durch-
'»blegung laBt sich mit Hilfe des’ Matrlzenverfahrens verhaltnls-

- méBig. elnfaoh erfassen (vgl (8)). In diesem Falle werden die
7ZustandsgroBen beider Koordlnatenrlchtungen miteinander gekoppéi.







