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Technischer Bericht Nr, 81 

: ' Theoretische Grundlagen ·Qur das Auswuchten 

biegeelastischer Rotoren 

Zusammenfassung: 

' -· Liegt die Betriebsdrehzahl eines Maschinenläufers nicht ·weit 
unterhalb seiner. ersten biegekritischen Drehzahl, d_ann treten 
beim Lauf des unaüsgewuchteten Rotors elastische Verformungen 
der Wellenachse auf, .die beim Auswuchten berücksichtigt ~verden 
müssen. _Das Ziel _der vorliegenden Arbeit ist, die an verschie;.. _ 

. denen Stellen: behandelten theoretischen Grundlagen für das Aus­
wuchten eines solchen- biegeelastischen Rotors zusammenfassend 
darzulegen und zu vervollständigen. · 

' . 1 
· ' · 1 

Im 1. Teil 'der ,Arbeit wird unter vereinfachenden Annahmen das 
Verbal ten· · ~ines unwuchtigen Läufers bei vers·chiedenen Drehzah- . 
len untersucht~ Die durch eine Unwuchtbelegung erzwungene · wel­
lenaus;tehkuhg läßt sich am übersichtlichsten darstellen, wenn · 
man sie aus den Biege-Eigenfunktionen der Welle ·aufbaut. 

·' . . . 

Im 2. Teil wird das Auswuchten d'urch n Einzelunwuchten, behan- . 
delt. Aus. n Meßwerten (Lagerkräften, Wellenauslenkungen o.a.), 
die bei verschiedenen Drehzahlen gemessen werden, können durch 
Auflösen eines ·linearen Gleichungssystems die erforderlichen · 
n ' Ausgleichsunwuchten berechnet werd_en, · · 

Für die theoretische Ermittlung der dy·namischen Einflu.ßzahlen, . 
die die Kpeffizienten dieses Glei6hungssy~tems darstellen, , er- _ 
weist sich _däs Berechnungsverfahren der Ubertragungsmatrizen · 
als · geeignet. Dieses Verfahren wird zum Schluß etwas ausführli- · 
eher beschrieben. ·-· · 
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Zusammenstellung der wichtigsten .verwendeten Formelzeichen 

X 

y,z 

v,w 

y(x,t)=y(x,t) 
+iz(x,t) 

·v(x)=v(x)+iw(:x:) 

e(x,t)=ey(x,t) 
. +iez(x,t) 

e(x)~ev(x)+iew(x) 
;u(x) 
ü(x)=;u(x)e(x) 

p(x,t)=py{x,t) 
+ipz{:x:,t) 

p{x)=pv(x)+ipw(x) 

EI(x) 
('1 
'"''-

Jli)k 

n_ ~ =Of·.,\ 
yk(;x:) .•, . . . 

, ..... 

.., ,.. r . 
. ). 

-~i =Illi l) 

1 

Koordinate längs der unverformten Wellen­
achse 

raumfeste Koordinaten senkrecht zur x-Achse· 

· rotorfeste Koordinaten senkrecht zur x-Achs.e 

Auslenkung der Wellenmitte im raumfesten 
Koordinatensystem 

Auslenkung der Wellenmitte im rotorfesten 
Kdordinatensystem 

$chwerpunktsexzentrizität eines Wellenquer-· 
.schnittes im raumfesten Koordinatensystem 

/ 

desgl. im rotorfesten Koordinatensystem 
Masse pro Längeneinheit.der Welle 
Unwucht pro Längeneinhei,t ' 

Belastung pro -Längeneinheit im raumfesten 
Koordinatensystem 

desgl. im rotorfesten Kordinatensystem 
1 

Biegesteifigkeit der Welle 

Winkelgeschwindigkeit der Wellenrotation 

k-te Biegeeigenfrequenz des Rotors 

Frequenzverhältnis, 

k~te Eigenfunktion des Rotors 

k-ter Entwicklungskoeffizient von v(x) 

k-ter Entwicklungskoeffizient von e(x) 

Einzelmasse an der Stelle xi 

Schwerpunktradius der Einzelmasse 

., Einzelunwucht an der Stelle x1 ,. . ' 

Große deutsche Buchstaben kennze.ichnen Matrizen,' kleiine deutsche 
Buchstaben Spa1tenvektoren, ein hochgestellter Strich ( 1 ) die 
Transposition einer Matrix bzw. eines Vektors. 



- 1 C • 

1. Einlei t~-~ ·· ·· 

Ein rotierender Körper heißt .u.nwuchtig; wen_n er auf seine · Lage~ 

rung Kräfte ausübt, die durch Fliehkräfte h-~;v6rgertlf en werden • 

. uriter der Unwucht gine·r Einzelmasse :ffoll das Produkt aus .Masse 

und ihr'em . Schwerpunktsabstand von der Ro-tationsachs_e verstanden · 
werden, Durch ·das A~swuchten . sol'l, die Massenvert~il\Ulg- eines 

.Rot,o.rs f! :o lcorrigiert .wer.den, daß beim Lauf ·keine zusä-tzlichen · 
, Lag~-rkräf,te entsteh~·n.·. Das Auswuchten besteht aus drei Te,ilen: . · 

' ;··-Der Me.ssung :geeigneter' Zustandsgrößen an der , rotierenden Welle, ' 
. . ~ ' . 

, ,;der Errechm_;ng .·de:i;- Ausgleichsmassen aus den · Meßwerten . un'd d.er 

anschlie,(3enden Massen~or~ekt~r ~ Der ·Bericht ·'. befaßt . sich nur· mit 

dem 2. Teil, nämlich . dem,. Zusammenhang_ zwis<?hen den Unwuchten 
. und· den Meßgrö_ße:i:i • 

. ;:; Be.im· Auswuchten. zeigt sich · ein wesentlicher Unterschied zwischen 
. :a.tärren · urid ·elastisch verf orril.baren Rotoren • . Ein starrer Körper 

1' ~ • 

. ist dann· ,unwuchtig, . wenn seine -Drehachse · nicht mit einer seiner 

Hauptträghei tsachsen ~usamm~nfäll t. D~rch .· Anbringen von Aus.i. · 

gleichs:unwuchten in zwei· beliebig· wählb9:ren Eoenen des Rotors 
·, kann die . Drehachse jedoch- iµµn,er : ~u eiµ.er · Hauptträghei ts~chse 
' gema~h~werden, · und die ,unwuchterregten Lagerkräfte können für 

~ • • • ~ > • • . ' • . • . • 

all~ Drehz~hleri. ·zum Verschwinden gebracht werden. Dagegen tre..:. 
. ten grundsätzlich neue · Schwi~rigkei te·n . auf, wenn ein Rotor· .bie-

. . . ' ' ' . . . . . 

geelastisch wird. Denn er verformt . sich unter der Wirlmng der 
• •• • 1 , , .' •• • · t 

_ ·Fliehkräfte, und infolge. der ·Massenverlagerung, treten- ·arehzahl­

abhängig neue Unwuchten auf. 'Ein elastiifoher Läufer ist · also 
•• ' • . j ' ' . . • 

. bereits dann ·u.nwüchtig' w~nn. di~ ' Verbindungslinie ' -seiner Quer- / 
.schni tts-Schwerpunkte nicht_· mit der Drehachse zusammenfällt. . 

~ . ' ' . . . ; . . :, , . 
• f '·- _. , . 

Ein exaktes Aus~chten · solche~; Rotoren für alle · Drehzah+en_ ist 
nur.dadurch möglich, daß die Unwucht , jeder Querschni;ttsebene . . . . ' ' . , · . ·-. ' . · .• .. 

:für sich ausgegli"chen ,wird• Da die Unvfuc:µt i~ . al_l _gemeinen kon­
tinuierli'ch ·verteilt ist, . muß man ~i9h bei Jerw_endung pu.nktför­
mige; Ausgleichsmassen . sowohl, hi~sichtlich · des Drehzahlb~rei- . . . . . . . ' 

:• ~he1;3 als auch -hin~ichtliph der Ausymchtgü~:e beschränken~ 

1' 

. j. 
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. . . 1 ' . . . · ' ' , . '. ' ' . ' 

2., · Verhalten ei~ bie~]:astj.sc:tien,_ rotierenden Welle 

. . . . ' -~ 
•. ~.~·-- · t •. . ' • t .. .... .. "' ,., .... 

g~1_Y2~~!!~~~!~~~~ri >. :'' . ;'.' .. ,' . . ..... .. ,., 
• ': · , , V 

. . . . ,· . . .. 
··'· · : ' ·, .• ; ., ·! : : ._·, -. ·, .. :. -- . ; :: , ··· • 

Um das Verhai ten . eines b:legeelas.tisc;hen;; unwucbtigen Läufers . ,· ·. . . . . ' . . ' . / ' . . ·- .. -~ . ·: . . ' , ·. . . .... 
. bei verschie'denen . Drehzahlen zu .untersuchen, , machen .wir: die .. 

' ' ·, . ,:·. . ,. . .• . . • ' ,· ,. ' . " .. , .. \ ' . . '. ; , : ; . ·, ._·: . '·. . '. ' ... ' ' ,, . . 
fo~genden, .vereinfachenden Annahmen: .. 

• ' ' • ' . \ .' . • -· .► -. 

Der Läufer · sei ein schlanker, gerader· Stab -von ·.rotationssymmetr.l.­
. s,chem Quersch:t?-i tt i. St~ifigkeiits-/urid Ma'ssenbelegun:g sei~~ :.b.eli_e-
. . bi.g., . Er. •laufe mi "!i ·. konstanter Winkelge·schwindi~kei t ·. in st~rre.n . 

Oder isotrop- ela
0

$tischen Lage~ri ·.mn'. : Dätn~fungskr&fte .und Kr~;i- \ 
' _, . . ; . . :·. ~ ' ' . ' . . . . . . . . . . . -'· .. 

. selwirkung · von Scheiben werden nicht '. berücksichtig:t. ·. Die Quer~ 
' ·. . ·. .. : ,: • ' , · . . .. · . . . • . . · . . ) : 

schni tts,-Schwerpunkte des . ruhenden „unwuchtigen <Läu;fers · liegen. · 
' ' .. .. . -

. allgemein nicht auf der Drehachse (x-Achse),. ·sondern 'besi tz~;n . 
· eine von · x· ·abhängige Exzen-tr-izi t ·ät: ~ (xh I)a diese . eine vekto- . 

. ' . ' • • ' • ' . ' . . ' i . 1 • 1 ~. .,. ... • • • . . . • .., ·. : . 

Tielle Größe ist, wi~d si~ durch, einen Uberstri6henen Buchat~~ • 

b_en be~eichiiet ~ . Mi~ :J:u(x)· als .~a~Sß P~.o Lä~~e11~_inhei t is~ ~ä~ 
die Unwuchtbelegu.ng u'(x) .=~ ;u(x) e(~-):. ,. , . ·.- . : · • .. .. : . . ·: 

\ .: . • • ··i '· · , ·; 

g.!'..g-~B!~i~1!Bih~L~~~-~~!~€a!!!];g~g!~i~h~6 · ·: . '; .· .. ; .. ~:: . . ::, ;·~:-~ 

:. Wir lassen die Eigensc~wingung~ll•. aiß~
0

r 
0

:Betr~chf Ün'.d „urit'ersuchen . 
nur die · durch :die ._U:q.wuchtbeiegung . e·r ·~~rigfq·e · Ausleinkung 4er ; ro­

tierenden · Welle·/ Dazu führen wi; . ~iri. ratimfestes x i,:vi:z··~-;Koorcii­
natensystem. und ein mit der .Well~ :: r '.~ti~;~~des . x:; v, W · L. . System . ein, 
der~n gemei"nsame · X ~- ;A.chse i~ der ,Dr~~a:·c~~e de'r ,,z· .' '··. ·.·: ,"·: ~ 

.. ... Welle liegt;· ibr. ·gemeinsamer Ursprung · · ~0·· ·7r , __ , ~--~:.'-t.:.p.S · · , · . \ .. -., . ·vl\ 1liegt am· ltnke:n.-Wel-l _E,mende. Ab'l?_J 1 · · . ·. · · ;:3' ·· :·./-~-:-··· ._:=· . \ 
·. : zeigt dE!n·: Vfellenqµerschni tt an der : ... , ·_··~'- (, >~ ·: . :. i. e, ·.: · I '. 
.' ·. S~elle ·: x. : ,pe~-.Abs:~and 

1

?,es_ .. :_Que~s~hni tts- '( .. --... \~ : _ .. .. ·-- -lvi ... :··.·:1 _ \ 
.... ; Sc~we:rpµnktes ~; vo~ der ~i.e;tle~ID:J. tte M · :=,

1
- · ¼ -:-·.--:--:~':':,~.. :"· j \ ..J 

ist -~ie ~xze_ntr_izi~~t e des Quer:... · • ~: - "S~:/~. -··.:_:. 1\; .:•:J..~ 

· schnittse . n.ie V.er~indun,gs~i.nie __ e~x) }t~.t'~\ -?i~~_rt.')9
\ 

• aller .Querschnitts"'."Schwe_rpunkte d.er . . "?,;*~ , .. ~ .. ~tf..~~ . , ~y 
·unverformten Welle ist_ im allgemei- · \ : ··· l~u.,t:)-fl~l<:Jx-,tf~tr-
nen \eine räumlich gekrümmte·. Kurve. . : Abb. 1 -

- Ihre' P~ojektionen auf die· v ;x-::- · b~w ~- 9-ie w,x-Ebene; ·sind ev (x) . 
bzw. _·eJx); die Projektionen auf di<? raumfeste y,x-:- _bzw. , z,x- ,Ebe­
ne sind ey(x 7 t) bzwo ez{x,t). Diee:r:zwungene Auslenkung der 

\ , 
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Wellenmitte M hat im wellenfesten System.die Komponentenv(x) 
und w(x), vektoriell zusamme~gefaßt zu v(-x), im raumfesten 
System die Komp_onenten y(x, t) und z(x, t), .vektoriell zusammen-- , . , , ' 

ge1aßt zu.y(x,t). 

Unter· den ob.e~genannten Vorausset.zungen können . wir für kl_eine 
·neforniationen die elementare Stabtheorie anwenden·und die 
e:t'zwunge~e. Au_slenkung durch die . Differentialgleichu:ng oder 
dur.ch die Int.egralgleich,;ng für die Biegung des geraden Sta­
bes. beichreiben •. 

. a) Differeriti,,~:Lgleichur1g 
. . 

Für jed~ der Komponenten der Wellenauslenkung gilt im raum-
festen Syst·em die Differentialgleichung 

(1). 

Hierbei.bedeuten.EI (x) die ·Biegesteifigkeit der Welle und 
Py•bzw, Pz di~ y„ bzw, z;.. Komponente der Last pro Längenein-· 
bei t __ der Stabachse. Es empfiehlt sich, für die Rechnung den 
physikalischen Vektor:y(x,t) _als ~o~plexe Zahl·y(x,t) = 
y(x,.t) +iz(x,t) . . aufzufassen. Aus den 'Gleichungen, ( 1) .·wird 

·dann 
\ 

, ~~x' 2, rE. J(x) ()2l(x,t)l., p 'lC t) 
0 t . ·ax2 , ,J-.. , 

n:te Streckenl~st p(x,t)::;;p~(x;t)+· iPz(x,t) ist. im varlie;:g0nden :Eall, 

durch die d 1Alembertsche ·Trägheitskraft. i~ Wellenelement g~~, . . ,· . . . ' .... 
geben: 

Da gleichförmige Rota'tion vorausgesetzt wird,· ist 

ä(x, t), ::s e(x) exp .[J(f2t+ Q(:)] ( 4) '. 



;;_, 4' ·:.,; 

wobei e (x). c;lie ursprüngliche· 'Exze'i'1tri.z-itätsbelegilrig. d;ef w~iie'. 
• , '. . ' l "• , . : t •. f ' . ' ·. ~ ' ••. ' .. •' 

im rotorfesten .Koordina.t'ensyst'ern': d~rstelli;~ ,::·.··' ~ .. : ' .. , ... 
.. . · . . • . ·· .. 1. • . . . . / . • ; .. . . . . ;· .;' ,· .• ,. ;· • : ':', ·)_:;'.. 

Da es sich um ein lineares; uhgedämpftes System, handelt,. kann man 
. für. y(x, t) einen Gleichung ( 4) entspreche~den · Lösuri~s.~nsa.tz . . 

1. ; .•. '· ,'.. • • 

machen· : · ·' . • ! ; ·. . 

.. ., ( ' ) - ('' )' . r c· r.i . ' ] Y. X' 1i '. F'. ·•Y '.:': :·expti ·•~i: >t:+oc:) . 
' .. :··. :•.!~ ,.. .• i .• :! _ f ; ' •• 

·. ( ~): . ' ·i .. ✓ • 

· Hierbei .. .'bedeute:t v(~)=~r(:x:):tiw(x). d~e Wellenauslen~:hg in rotor~ . 
festen K~ordin~ten"' Da~it e;gibt sich aus (3):· ,' ',:., · .... 

1 ,. 

p(x, t) =Jl2;u~-~) [v(~)+e(x)] exp· ( i(~t~~-)J · 
' . . . " . . . . ' ' ~ . ·. . 

(6) 
' . ' 

, . . ' ·. ' . . : . , . ; . ~-~ ·, ! •. . . ' .. 
Mit dem Ansatz (5) und Gl~ (6-): ·erhält ·man ·aus (2) · die Dif'fereri• 

tialgleiohung für die 11 0rtsfunktion11 v(x) ... im rotorfe.s.ten Koor-
dinatensystem: 

• . • I 

. . ,!~ [ EJ(x) ~~~~xl.] -sf · ;u(x) V(x).,Q};u(x)€"(x) (7) 

'• •. . • • I 

. Entsprechend der Lagerung bestehen für~ einige ,:·der 11 Zustan4~grö~ 

' 

· ßen11 

Auslenkung y(x, t). , · 
. Neigun;g· ¾:x;[y(x;·t));. ·. _: 

· B,tegemciment fil{it, f)= EI(x) ,ij~X:,tj 
. Querkraft Q(:;,,-t.)== !~(EI(x)dj[Y~~,·~i> 

• 1 

Randbedingm:ige,~, ,cite. unter. B~~u:tzung·,:des .Ans·atzes· ·( 5) auf v~x) . ·:· ·;·.· . 
umgeschriebe,n we;rden 'müssen.,-_Es; _sollen .nur homogene 'Rand1,edingun~- : 

. gen in Bet;acht gezog~~ werd.eno . . . 
. . 

Aus ( 5) geht hervor, daß die Welle im· ausgebogenen Zus.tand mit. 
' . 1. . . ' . ·' . . •••. : . .• '. • ' . ,•· • 

der Winkel~e13chwindigkei t..Q rotiert., :F~:i:\ :-d-!:'~ ·A,uslenku.ngsk:oµipo-
nenten v(:x:) ·und w(x) im mitrotierende·n '.Syst~m· gelten die inho-

mogenen' Differentialgleichunger,i.; . . . ' , . , ; , ... \· 1 .: .... ·. 
~ ' • • . •. . 1 •.' •. • ' ' ' • • • . •.• '.. .. . 

!~ [~(x) <li:~ 1' ~rr-~ ,i~~~; '~(:Ji,sn~ ;~(x) ~V(~) ~ •.. T 
a:~ [EJ(~; 0

2
;~~L) 4· ,;(~-~~(~'.· ;~2>~x)_e~(x.) .· .•.. ·.:: .• J 

.. . . . ; . ... . . ~ •; . . .. '·· ' . . . . 

(8) 

'' ... :-. 

. . . . i,i :-~• . .-.:,:·.• )} ·. ,;, "'' .. ·,.," 
mit den zugehörigen Randbedingungen,. · · . .i• . 

-~-- ,:,;· :, , .• 
..,,. 



,· ~ . 
b) Integ~~lgleiqhung 

In ent;precherider Weise kann m"anvon der .Integra~g~eichung für 

die .. Staqbieguhg aus-gehen: 

' .e 
·. Y(x,t} =/G(x, ~) P (~; t) df (9) 

Hierbei ist.- G(X
0

9 ~ ) _ die 'Greens ehe ' Funktion des Problems;_ sie 

. enthält bereits· die Ran~bedi:ngungen ,des spezielleni Fall's . -. Phy-

. ; ·: . . ~.ikalis~h bedeut:t G(x,{ ) .die ~urchbiegung der · Stabachse, an ·· , 
· .- ' ·.der Stelle x · ~n:ff1ge einer an der Stelle ~ ~ngreif ende~ Einheits-
. kraft~ Mit

1·-(:3), · (4) und ~5) geht Gl~ (9) :über in . die Int:egral-

'. I 

· gleichurig für die _IIOrtsfunktionll v(x): . 
- l . . .. 

v(x)=_Q.
2 !G(x,~) ;u(~.)L v(~)+e(~)J df .· 

Dies ist eine inhomoge~e. Integralgl,eichung , 

· ~(x} -Q 2 Jju(t) G(x~f) Y ~) d5 = f 
· o 

mit . d.ert1S-~örfun~ti_on 11 

f (X) = .Q 2 
• j/~ ( ~ ) G ( x, ~ ) Ö ({; d~ . · 

' ''' . 0 

2.3 Aufbau 4_~~~Jd5~]El_g_aus Eigenfunktione~ 

Die· Lösung · v(x) kann über die : Diff_ere_ntia.iglejChung (7) 
mit de~ zugehörigen Randbedingung.eri . oder i!b'er . die· Integralgl~i-

. \ chung · (:10) ermittelt werden. 

Am übersichtlichste~ läßt si .. ch das V,erhal te'h des : Rotors bei 

~erschiedenen Drohzahlen zeigen 1 wenn man die Lösung, ausge~ 

hend von der · Integralgl~ichung, ·aus den Eigemfunktionen des . 

Stabes ( in seiner ·'Lagerung) aufbaut :i 

Bei einem li:near-e_lastischen Sy'stem --ist G(x:,J J . immer _symme­

trisch in x und$ • . 

Durch Einfüllren von 

_ V/u_(x) v (x) =· V(x) __ ; . V 1u (x) e(x) 
, ' 

· ~ ) /u _{~ )G(x,f) ·= _K(x·,J) ·. · · (11) 

kann· der Kernf ~)G(x,ff cier _Inte_~~a;J.gleichun·g (10) symmetrisch 

' 1 



\ , 

\ . 

1 , 

_; ,6 

: ' 

' 

in .x und~· gemacht. wetden. , Ein solc_her Kern b:esi t~t , orthogonale 
. Eigenfunktionen •.. Di~, :~geformte -q-1eichu1'1g ( 10) ·lau~et-:: 

·mit \ 

, , . l ·: . . . , :• .. ·. . . . 

'V(x) . -~ 2.jK(x, S) V((>" d ~ ='·icxY . 
- 1 . ' {> t - ' 
F(~~=Jl \f K(x;f )_ E(~) d ~ · . ,' ' ,. 

(12) 

(13.) 

Jede der beiden Fu.nktiönen V(x) · und F(x) ist . q,:ieiierunäßig dar­
stellbar, . d!.11. si~ genügt einer Integralgleichuhg vom ·Typ . . 

' 1 (, ' ' • ' ' ' 

: p .{fY =,,/ K(x,~) H(~)~f . . . . .. 

"' ' und k'ann daher ' naöh ~·en Eigenfunktiop.e'n. fk(x) ' ~e~ Kerns' K(x,f) 
·entwickelt werden: · · · · · 

. , - . CO ·, . 

· V(x) ~ · }::c (h. (~) 
, , .· k;-1 k 1 K . 

.( 14) 
, 

00 ' 

.· ;(x) = ~BJlf1/x) •. (15) . 

Die Entwi.cklun~skoeff'-iziente~ äk bzw·. Bk ·si.~d , durch die Glei-
. · · chungen . 1 

• . • . 

\ 
\ 

· / ?(':)9'k(x)dx . ··~. · .• A~x~k(x)dx 
Ck· = r 2 . .,. ... . bzw. JJk = ß . ~ .. 

-' , 
0 

'fk (x)dx . ~ .. :_ ,~rk (x)dx 
{16) 

·bestimmt.·: Mit (t4) und_ (15\ wird Gleichu:11g (12) umgeformt in 
·tt0 · . . ~ . , ·l·· . . . . . .• oo . 'i . . , 

rako/k(x) -r:·ck· Q 2.JK(xs §~fk(~)dj =EHk<ßt(~) .. 
'~: '.Fu}=1

jede Eigenfiliikti•on·:9 1/x) . gilt ~-ie . Be \1ehung . 
: l . ; . 

"f 1/?C) ="1r_2/K(x1})g>k(f). df· 

( 17) 

· (18) 
'· .• , '' . , • . • ·,. ' ' . ~- ' " · .. , ' ' __ ! · '; '· ..... ' ' • ' • ' ' ' ' ,, .:· , . . 

mit Qk als Eig_enkreif!ifrequenz. Mit ( 18) erhält ,ina:i:r aus (J?) 
durch Koeffiz.ientenvergleich: 

wobei 

I ' 

·. bk= 1-<~/ 
n 

·11k= ~-

1 ' - . 
~k= · 2 l3k . . 

- ' 1-1( ,.; . . . . k 

gesei;zt wird. 

(19) .· 

Die Auslenkungsfunktion setzt sich also folgendermaßen aus den ,.. • · . . . . ,· . ' 

Eigenfunktionen zusammen: 
' ' .-, ' c() • , ' ' ' 

V('f,)=t:' ' '·. 1_ 2 ~k 'f, kcx)·· Z..1 ... ~ . 
/(.::.1 ik · · 

'• (20):· 

' ' 
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](x) (Gl~13) ist von -der Exzentrizitätsftinktion 

E(:,;)~ ' V;u(x°) e(_x) abhängig .Da inan :on . der ·Funktion E(~) se~bst · . 
· nicht vor:aussetzen kann; daß sie ·die Randbedü1gungen für V(x) 
erfüllt, ist sie im allg.emeinen nicht nach. den Eigenfunktionep. · . 

. o/k(x) eritwi9kelbar. Man kann E(x) :ab:~ ·_in ·~inen quellenmäßig · 
darstellbaren und einen quellenmäßi•g nicht darstellbaren Anteil · 

zerlegen: 
-. : . '. ,..·· . eo . . 

=Irk<fk(x) +iji.(x) 

:-: f~j~~~~ fk(x) dx 

uj'Cf;(x)dx · . . 

'i(x) 

mit 

. ( 21) 

?hysikalisch kann man sich unter dem quellenmäßig nicht darstell~ ' 

_baren An·teil . der Unwuchtbelegung einer . Welle z·.B. · Einzelunwuch-

teil an starren Lagerste.llen vorstellen. 

Mit. ·(21) ergibt sich aus Gl. (13): -_ 

... ·· - . J .. ,0:, . . ' · . ' - · • . 

j(x) · =Q 2) K(x,f )f):_f.k o/.k({)_: ' + 'iy(ft] ·di 
.. Nun bes:teht für ' d~n ~quellenmtdig ~i~ht darstellbare? Anteil 'f (x) .. 

qie Beziehung ., . 

.. . 
0
fK(x,~)1f (~) df ~ 0 . 

Damit wird 

FM =.tn.2 h/K(x,f>fk cp d~=~ ~2lk-&(x). 

· 'Vergleich mit Gl. (15) liefert: 

' . . .. · .. · 

Man erkennt, daß . nur der quellenmäßig darstellbare Anteil der 
. - . 

Exz~ntriz~tät~bel_egung E (Je) -in die' Auslenkung V(x) eingeht: 
2 ' 

'lt - · . . 
. V(x) = . . ·i~2tkrk(x) 

. . ./, 
• : . 1 

Von der umgeformten Auslenkung V-(x)~V/u(~)v(~) · kann mari nun ein­

·fach zu v(x) zurückgehen. Die Eigenfunktionen des Stabes sind 



1 · 

) 

,i 

- · 8 

vk(x) = . o/kix)_ 
/U X) 

G„ I 9 " ) h t .. b . s i Q,~~ ge · . u er in: 
'f- ... : , : ' 

,, 

· · ·: ·!: ', ·o;; , ·:· 2 ,•, · •• ,'• 

·mft 

. - - . -, . rl , - . ,. . . . . a . ... ., 

. V (X)= . ': ( C k V k (X) = )_, ' _lf,_2 li: -t k (X) .. . 
. , l . I\:. 1 1 -11k ·, · . . ' . 

E. . = 0 J;u(x)::._(x) yk~x)_dx . .- ._ 

' ' ' k OJ;u(~)Y1c: :(x·)dx 
• .) ". • ' • ' ' . • - • . • 1 7 . ~ , • . '. . ~ '-~ _,, \-!T (0 • i O . .. ... ,. ~-"' ... 1-,. :, . J _ ,..., 0 ·1 C'." . ~ Die dynamische B1ege~1nie JJ.. e :ie 1.. '"'l ... t. . se ,,._, ,, 1:, • • c., .... ~·-•'-' o au.n 

' ~j . 

\ , . 

· ( 23) 

.. _ .. 

. . den Eigenfun·~tionen E.kvk(x) zusammen_; di~ in der Exzentrizi täts-

. kurve e ( x) enthalten sind, mi.il tipiiziert mit 1!Vergr1:5ßerungskoef­

fizienten 11712k /1 -'i2k "' Diese Sl.
0

l1d star·~ _-V:o~ ·d~r Drehzahl n d~r 
Welle abhängig. Liegt n in der Nähe einer biegek:t~i tischen DrehJ. 

' ' ' ' . ' ' . ' ·.. ' . ' . ' ~ . ' ' ' 

· zahl nek' · wird der . zugehörige Koeffiz~~mt . 7l"i/1-~2k gegenüber den . 
anderen sehr groß, ,und die Wellenauslenkung stimmt · praktisch ,' mi t 

- ·· ' • , • -, ' 1 : . t · .• ' ·• 

.· der ·zugehörigeµ: Eigenform· v · (x) überein> · · · .. ~ ·' 
,, . . . . . . . , .-. . k .. -· . . . . . •.· . .. ;. 

·pur iJ<,~~ ist· ök. <<· ·E k · , . d~~Q bei . der Dars~_ellu~g der ·dy~~~i­
scpen Biegelinie bei einer beliebigen Drehzahl .p. nach Gl •. ( 23 ~ 
kann · der Anteil der höheren Eigenfunktionen ,vernachlässigt -' wer-. . . 

:den • . Bei eirier zweifach gelage~ten · Welle brauchen ~m .~llgemsinen . 

nur die ersteh Biegeeigenformin .bi.s, \ ~tll:' Ordnu~g <.fS~rücksichtigt 

zu werden, we~n n z~lischen der' .( d -.:1 )t~n urid 'd -ten biegekriti;.. 

sch:e~ Drehzahl liegto Bei mehrfach gelagerten Läufern- folgen .. clie 

' biegekritischen Dr~hzahlen_ jedoch . dichter aufeinp-nd,er, die Ent- , 
'., ' - . 

wioklun,gskoeffizienten ok gehen mit : ste_ig_pn~er ·Ordnung k nicht 
so . stark gegen Null, und es müssen daher· ineist mehr Eigep,fun~t:\i.o- : 

, ~ ' -• . . . 
· nen als bei einem zweifach .gelagerten . Läufer _berücksichtigt wer-

d
L .. , . , ; · ·• . . ,, ·) , 
t:n., · . . : ·· •· ' · ·' ·. .,, , • l · ', 

. ', . · ; . , . • · . ·v . •.,·· , • "\. •,. :.• . • . • '.' 

Währenß in die Well'enauslenkung nur de·r quellenmäßig darstellb~­
r~ Anteil der Exze:ntrizi tätsfunktion 'eingeht,: ist' für: die :·t~g~r­
kräfte die gesamte auf die rotierende W.\:üle e·inwirkende , Zentri~ 
· . ._.. . . : -_ '• · ... ;,, , . . . ' ... · . 

fug_alkraft. ,maßgebend, und in . diese. geht auc:th. de~ Anteil r(x) 
(Gl~ 21) ·ein; denn· die Zentrifugalkraft ist . . · · · ·· 

·.· •· .. · ·. : . Z .; S2 2J/~(xl[ ;\xJ+ ; (x) ]dx '. : . , · •.· .•. ·: , :.::: 
' • . .. 0 . -

Dem hochtourigen Auswuchten mit el~stischer._ ._Wellenauslenkung 
geht ·j :edcich immer ein Auswucht~n _b:ei '-: .. niedriger Drehzahl voraus, • 
bei -' der sich der, Läufer wie · ein starr.er K:ör~~r verhä.l t„ Hierbei 

wird auch der . qu0li~nmäßig nicht, darstellba,re Anteil. erfa,ß:l; ,, . . 
• . · ',. ,' . , i .... , : .· · .. • ':· .... _ . ·, ' · , ' '- : • • . ; ·~ ~ • . • •• .• ,, ,,·, , , ' ' ·• ,_ ·.· · · • _- ~ . , ~ -~ · 

I . ~., , , ... 
· •.···•, · 
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'3. Das Auswuchten 

2i1_E~i~~E~~~U 
· Das Ziel de.r Auswuchtung ist · in ·erster Linie, · ,im gesamten · Be-

.. t;i~bsdrehzahlbereich . de·s • Rotors di~ , dur~h- Unwuchten hervorge~ ~ 
rµfenen Lagerkräfte zum · Verschwinden zü bringen. Beim elasti­

schen Lä~fei sollen . dabei außerdem .die dui,ch Un~uchtenin der 

Welle ~ntsteheriden ~iegem6mente ~öglichst klein werden, da sie 

zusätzliche Beanspruchungen darstellen. 
' . 

2:.g_M~~gE2~~!! . · . 
· ·va~ aus . Kap. 2 ersichtlich, ·sind die 11 Zusta:p,dsgröß~n 11 (Auslen- ., 

kung, · Neigmig, :Bi.egemoment ·y.nd Querkraft) : der· rot~erende·ri .We·l- · 
. 'ie ~und _damit . auch die Lag·erkr'ä,fte in jeder . Kmnponentenrichtung 

· linear yon der Größe .der ·entsprechenden Unwuchtkomponenten ab- • 
. . ~ . 

hängig, :und es könnte: dahBr . jede als Meßgröße zur Ermittlung der _ 
• •• 1 ' • ' < • 

Unwucht herangezogenwercJ.en. Als Meßgrößen kommen ·praktisch in 
' . . . . . ~ ' ' ., 

erster Lini'e Lagerauslenkungen und Lagerkräfte, ·· wei terhiri Aus-:- . 

lenkung und Biege~om~nt (Biegerandspari,nung)' an • eill,zelnen P~kten 

der~ W.elle ·· in . Frage. . 
. / 

Da die Mes-sungen ·an der rotierenden Welle vorgenommen werden; 
·, :· .... ' • . ,·, • . . .... · . . : ,.. \ ,' . \ • .. · ·. • ••• ' . .. . · i 

·· muß die Meßmethode es_ er~?glichen, die Kompon~nten ·der ,Meßgrö-
ßen· be·züglfch e'ines' r-~torfesten K9ordinatensy~t·ems zu e'rmi tteln. 

. . 

Die Unwucht ist im allge~eine'n l~~gs _der Läufe;r~~chse koritinuieir.;.. 
lieh verteilt. • Beim p·raktischen Auswuchten kö~en jedoch keine · 

verteilten Massen entfernt .oder angebracht werden, sondern nur . 

Einzelmassen • . 'Die Lage der Ausgle'ichs'ebenen (Ebenen se~krecht , 
zur Rötor~clls~, in. denen Ausgleichsniassen sitzen) . kann in d~n . ·' 

·. meisten Fällen auch nicht für das· Auswuchten optimal gewählt 
. ', • · . ' . . • 1 .' ' . . 

werden, sondern ist durch die ... konstruktive Gestalt der Läufers 
. -

vorgegeben; 
·. ' ,, . •, , .- 1 , 

Zwar 'kö:rinen bei einer .feststehenden· Drehzahl die ·Lagerkr_äfte ~-i- --

. nes biegeelast:i.schen Läuferß .dur.ch ein System. v6nEinzelunwuch..; 
, . • .. - • . · • . '< 

ten in beliebig gewählten Ausgleichsebenen kompensiert .werden. 

,Ändert sich aber 'die Drehzahl, d~nn ändert sich wegen · d'er ' Dreh-

·, 1 

--- ; 

' 1 
'\ 
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·_zahlabhärigigk,eit der . Entw~cklungskoeffiziente~ :c1t (g~:~ ~-3) : di~ -- • .. ·, 

: Form der dynamischen. Biegelinie? 'und dadur'ch ;entstehen neue Un­
wuchten., ' Ein ' exakt'~r- Ausglei~h ' bei allen Dr'ehi.ahl~ii-·: Wiirde -~Äu~--

' .gleichsmass·en in '·unendlich Viel·en Querschili tt~-~ben:eri. -~;fordern ·. 
' . ' • ' • ' . • -~ ' • I . . ' ' • • • • . • ' I . . 

und is"!; 'daher p:raktis_ch'nicht ·möglich. Die -Auf:gabe muß: nähe.'rungs-
. ~efse auf ' efn ' Prob,le;ni , mit· endli·ch .'v'ielen F-reih~itsgraden ·re'du-··· ,· 

ziert ~erden,' urid · es· e·rgib't sich· praktisch · die folgende :Auswtlcht-
·.·1bedingung; -.. · · . · · ·· ·· .·: ··· 

. M~ßt _. m·an bei • den Dreh.zahle;; ·n .J\-i.~1; ••• ~ N) •'ani ' unali~gewuchteten '. . 

Läufe:r die Zustandsgröß.e!! 1t1 
. (A.=1 , •. ~, 1_), so so~len ~~roh :A??-br~n...; 

gen vori ~usa tz:111wuchten: Ui . ( oder durch Entfernen 'e:nts'precherider 

Eirt~elum:7u<\hten :..;Üi )_in'· vorher : gewählten _ Querschni tt~~~~nen dte-
se · Meßgrößen zu.in Verschwinden 'gebracht we:rden. . · ,:_._ 

.. 'l.-.1_4~!~!g~g~~Ef~!~~g~~E-!~~~!~!~h-~~E-~!ti~~1g~g.:_:§!~~Bf2E~~!! 
') . 

, . Das Prinzip des Auswuchti:lns elast:!,.scher . Läufer läßt ,s'ich .. am drut.:. 
· liohste.n: anhand cler Reihen~arst~ilu~g .: ( 23) ., z~igen .• : . ·. . .. , , . 

. ' ' ·" '• . • · .· ' ' . ·. ', . . . ·. 

· ·Wegeh der ·in· Kap~ · 2;. 1-· aufgefilhrten V0rau~s~:tzungen . brauchen·. wir 

.· die · Betrachtungen nur an der v- Komponente durchzuführen. Da der 
Anteil der höheren 'Eigep.funktionen. ·(~-'>>Q) ~n d.er :dy~~mi~-~~en . · 

:q:urcbbie,gung v(~) • l~lein i~J, y.,ird ~~e ~~.~geqin~~- bei q~r. ~~t;r-_i~bs­
. dr.ehzah:L des ~äufer_s, genUg~~d. gena:u 4urc:h. .di.~. erf;Jt .e;n. o\ Eig~n;funk-
i . ,, ·' . . : . . ·.. . . ' ,, , . •,'. .•. ' . ·' ,. ' . ,' . \ ·, ' : . ' ' ' 

tionen beschrieben: 

,-,2 . . _. :,; _ ·:.:::·:: . . ·: . .':2'· .. ;•· .... .. . · .. . 
< ·t· · n .1c.. 

V(x) ,v · .. "V (x) .L . · . +· .J2.._ . r..·· . () · . . ~ ~ c · 1 · 1 . ,•. iT • ... . • • . .. .. .. 2 (.,.,J v"' x . · · ,r-,~t:: · .. .. · -1-· () \.) · 0 · .. 

', ., ' 1 ' ' .. . ,.:; ,• ' '· ,,'7,.. . . '. :. 

... 

·.:• . 

.. ' : . : · , ., ' f · · '. ' 

Dann genügt es, nur die ersten d, in e · (x) 
' .: - ' . ,' ' . . . ', ' ,' ' •" ' . ' ' V.' .: . ' 

tio~en:y~_{x). a~szugieichen; ,·es, fs\ ·also:·-
. ' .. , .. , . ·. •, • · .. .. . . , :·' . . •, -. 

ent'i1altei1:~ri -'Eigehfimk-

·,. e"(-x)~e1 Y1 (x) +·· ~--.. .. .. · + EG Vd. (x) •· . . ::.:_ ' . l •• _' ! : ' ' (24\ 
. . . ' . 

I • f : • ;, . t - i 1 · / .! • . 

Damit · ;"'ird d·ie Ermittlung von e,;(x) aui> die ErmittlUAg: 9,er:_~En_t..;; · · 

~i~kl:1ngskoeffi~~en_te_n_ ,El, ._ .. ,,_fd r ,ed~zi,ert\ v_orau~~ese~zt, •.daß . 
_die Eigenfunktione~ Y1,/• •• :,v~ -~~ka:nnt sind., _. . , 

· E.i~e~ · getrenn_ten·. 1A~sgl:eich de.r. ·einze~nen • in .e (x) ·· _erit~~J,-;f;~nen„ E~~ 
~ ' . ' ' . . . . . ' ' . . 

·.genfunk~ionen- hat. zuerst. J.14eldahl ( 1) vorgeschlagen~ Pr~ktisohe· . 
_) . • • . - - , •• , ·, ' • . • . ; • • , r_ • - . • . • • 

Versuche in dieser Richtung wurden in Rußland von Gusarow, 
Dimentbe:rg u~a.(2), _in England von Bishop und ,Mitarbeitern (6),(7) · 



11. 

unternommen. 

Der Grundgedanke dieses Verfahrens ist, die einzelnen Summan-

den der Unwuchtbelegung i. 

durch Gegenunwuchten auszugleichen, die in 1der.Form der einzel­

nen Unwucht"Eigenfunktionen;u(x)vk(x) läpg.s d_er Läuferachse 
verteilt sind! l)a . in der Pr_axis keine verteilten Ausgleichs-

. ' ' 

massen, sondern nur Einzelmassen angebracht oder entfernt wer .... 

den kö.nnen, muß jeder Anteil E k/u(:x:)vk(x) durch einen Satz v~n . 
Einzelunwuchten getilgt werden, der diese Unwucht- Eigenfunk­
tion•mit.genügender Genauigkeit approximiert. 

;Die · einer Einzelunwucht· ·u1 ·an der Stelle x1. entsprechende un...:. 

wuchtb_elegung uz~s (x) wird durch eine sog. Nadelfun!ction dar­

go~iellt · (Abb.2). 

U. (X)·· . zvs 

~a-------·•=r._ __ ,n;-,Ji-_______ ~-~ 

-0 J ... -6x l x Abb. 2 
\ Die: Hö_he der· Nadel ist -dadurch festgelegt,. daß der Inhalt· 

Uztfsß x· des Rechtecks immer ._gleich_ der Unwucht der. Einzelmasse 
sein so11:,. auch beim-' Übergang ~x ---:~ O: . . .• · 

lim u- . !x)t.ix=_mir. = ·u.' 
. Ai<.~O· .2'U.8 . • . 1 i 

.. · 
(26) 

Die Entwicklung der Exzentrizi~ä~~f~nktion ~- ~u.s (x)=;uzus (x) / a'(x) 

nach Eigenfunkti_onen ·gemäß Gl·. (23) ergibt ünter ·Berücksichti .... 

gu~g von Gl. (26) fü; die Entwicklungskoeffizi~nten . 

. . . . . t~<_:=> em:,. (x)vk(x)dz, ' mi r1 v1<:(xi) 1 
E. ::::0 f 2 - l 2 = l\f,;""' Uivk(x.) 

zus,k,i · ;u(x)vk (x)dx ·/;u(x )vk (x)d~' k 1 

O . 0 

\ 1 
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\ , ' 
: .., , 12 ,r 

wobei zur Abkü,rzurig ( 

' Nk= f;u(x)vk 2(x)dx ·. · 
· , O . . . 

' . ' . 

/ . 

gesetzt, wird.,, 

·. Wenn der I Anteil ' f ,kvk(x) der ursprünglichen Unwucht , durch einen . 
\Satz· 

, ; ' ~ ~ 

' .,' i \,, 

Y'v~ ; 

( 

'. •·• t' 

t • • 

Ykr 
·Uk2·. 

it 
• 
~ 

Ukn, 

' 

' ~ , • . 

. von n zusätzlichen· Ei·nzeiunwuchten an:, deh .Stellen X1,. ~-- ,*n· ., 
.-beseitigt wer.den: soll, dann muß W·.n: so, best:immt w~rd~r{,' daß 

. . . . . . . 

· sein lu ~ter. Entwick.lungskoef~~zient •·i • 
. : .... : J 

,· 

\' 

6 Z~lS, k 

N 

= Ltzus,k, i= 
... ~-1 : 

~f uk1 vk(x1 )+ •• ,+Uk~ v~.(~~ )J =.f ck . . (27) 
... ~ .. 

ist. Außerdem dürfen diese · Zusatzunwuchten die Auswuchtung der 
anderen . Eigenformen nicht beeinträchtigen~· es· gilt alao noch . · 

die .: Bedingung 

. ~m· .(ukl vm_~_~f)-i:_~ ~-~ ➔:uk~/~{~~-YJ ·.;:·: .. o· · für m+k (28) 

\ 1 

Wenn _: die . Eigenfol:'merii .. bis -·zui.": 0rdn:ting.-5 ö~rticksicht:i,gt _.werde~,' . 
' ·heSteht : mit den" ·Gin•. ( 27~ 28-) ·. für Jede. Ordnung· k ein ,System .von 

. . .' • . . . . '\ . .. .-· .. · .. · ,. 

c5 Gleichungen . für die n · Einzel'unwuchteri. ' , Darili t ·diese eindeutig . 
bestimmt \' sind, muß G= n sein, ,und die ' tusgleichs.eb~nen (d.h.die 

✓ •• Stellen xi) ~üssen so,· ge;ähl t . _wer"d.e;i""; :daß · a.f~ . p.e.~~rminante . 

·, 
J .·' , 1 ' 

., ' . ~. . . ' . ) 

~, f.<~1) • . • . . . • v1 (xn) 
, # , • . • • .• ' . . . ~ . · \ 

-·vk(Xf} · • •· • • • ·.: yk(~1) ··. +· o (29) 

. ,,.. , . 

,. . . 
Yn<.~1) .. · . 

. • · . •• . • · ·1 ·.t_ · 
. c·· . :.) . .. . . . , 

••••• •• V X . . . .. .,. . .. ... n . . n .. • ._ ., .. ·. , .. 
,_ ; -· . -

ist. · ·-

Die Gesamtunwucht. wird dann entsprechend Gl. (25) angen:ihert 

1 
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1 ' 

durch eirien Unwuchtensatz 
n ··. 

-~· ~Iuic 
ksi 

. ausgeg-lichen. 
. \ 

·. Aus diesen Beziehungen kann man entnehmen, daß man mit Einzel-

unwuchten 'in _ n Quersohnittsebenen n in der Unwuchthelegung ent­

hal~ene Eigenformen au~gleichen · kann • 

. -,Zunächst Sind die ,Sk natüriich unbekannt; sodaß die ' Unwuchten~. - . . -sätze11t,k _jeweils nur bis auf einen konstapteBJi'aktor aus den 
Glh. : (27) und .(28) berechnet werden können. Läßt man die Welle· 

in der Nähe · der k...;ten bi~gek..ci tis _chen Drehzahl nek , laufen, dänn · 
ist ihre Auslenkung praktisch allein durch den Unwuchtanteil' · 

_ _;u(x),~kvk(x) , hestimmt und_ kann durch _den ,zusätzlichem Um~uc~ten­
~a tz 'Vt.K unterd~ückt . werden~ -· Auf dieser Grundlage ;wurden bei den ,­
in (2) und (6) -beschriebenen Versuchen nachei~ander bei Dreh:-

. z~hlen nahe ne 1 , ••• ,nen, ~urch Probieren die Faktorene1 , ••• , f n . _,_, 

erm:itt~l t un:c1 die -Unwuchtante1le ;ut1 v 1, •• ~:;;uf~v:n ausge~lich-en. , -

Die höchste Ausvruchtdrehzahl muß über oder zumindest nahe bei , 

der höchste:q. Betriebsdrehzahl des Läufers -liegen. · 
• j ' • 1 .- . . 

Mit Einzelunvruchten in· n Ausgleichsebenen kann :inan . einen ela- .' 

st~sch~n Läufer also nur im Drehzahlbereich der ·ersten n biege­

kritischen Drehz_ahl au~wuchten. Dabei hängt die mögli°che AÜs-

wµchtgüte :von der Genauigkeit' ab, mit . der di-~ dynamis_che Aus~ 
. . 

· lenkung des Läufers :in diesem Drehzahlbereich durch· die ersten ·. · 
. . . / 

n Eigenfunktionen .beschrieben wird. 

·. Der . starre Läufe·r läßt sich' hi'er einfügen, ·,werin man ·ihn als 
. ' . ~ . . 

freien Körper in der Ebene auffaß~. Ein solcher hif den zwei-
, ,/ ' .. 

fachen Eigenwert Null und _ als zugehörige E_igenformen die Paral-, . 
· 1elverschiebung(Eigenfunktion v(x)=1 ) u~d ·die Drehung um den 

Schwerpunkt (Eigenfunktion v(x)=(x-x
0
)/x

0
;x

0
= Schwerpunkts- · 

abszisse) .Bezieht man diese .beid~n Funktionen in die Eigen-:-· 

funkti'oneh mit ein, dann erkennt inan, daß auc;ri der .biegeelasti;... 

sehe Läufer -'zunächst hei niedriger Drehzahl wie ein starrer 

Rotor ausgew~chtet_ werden muß. 

., 
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2::.2-~~~!2~~~!~?:ß~E ... A~}~t{!:~!~~-9:~E-~~~~~!~Y!~fh~ \ 
, Anstatt j;d~'• i~ der · Exzentriz,i tätsb~legiing enthaltene Eigenform· 

• - ~ _ _ ' • ·' • •, .J , 1 / • , : 1 -.. • • : • : • , ~ 1 • 

· für sich auszuwudhte.n; ist es :anzustreben, aus · den Ergebnissen 

·mehrerer M~ßläu:fe m;f einmal ~inen Sat~ von Ei~'zelu~wuchten zu 
' 1 ., . . . . ' 

. berechnen, der die g,esamte ~rsprüngliohe· Unwucht u (x) nii t der 
\ . ., ' ',, . . 

·. geforderten· Gen~uigltei.t ausgleicht u 

, 

Eine Einzelunwucht U~ an ·der Stelle xi d.er Welle ruft bei der 
··beliebigen Dr.ehzah~ r.r,_; . Zu,stand'sgrößen Li► des _ Läufers . hervor,· · 

die wegen der, bestehenden Lineai:i tät zu :Ui proportional ·sind: . 
\' 1 . 

. L .(v)= p (~)U; 
_.· A ~ A ~ i 

.. Die d~naniisc~en Einflußzahlen ,p A{v) hängen ,von ~en elastome-

.· chanischen Eigensc:µflften des Rotors in seiner Lagerung, von der 

- Drehzahl n" un~ der Lage der Unwuchtebene ~x.f) ab~Beim vö,rha~~ 
densein mehre'r Einzelunwuchten superpOnierE:n sich der.en Wirkun.;. 

gen: 

•(-;;,i) (v) 
I•-',., ~-::: p A 1 U.I 

( v) 
+ +· •·P" Un. • • ., . .."n 

. Werden nun ani' unausgewuchteten Läufer . bei den Meßlauf-Drehzah-

1 • len n ,J'ii ~1 , ; •• ; N) q.ie Zus~andsgrö0en · L(I~ gemessen, dann . müssem . 

aus dem . Gleichungs1:3ys ·tem · 

1 

. Tl ·. (1) . (")) L P.-Ji U1= •. - 1 1 ·, · 
-..=,i 

• , ••• 0 • ~ • -~ • • . •••• 

-~ - {~) ("l) 

-6r.
pw. U.= ·- L ... 
. .•·J. l. - ,.i.. 

V .. 
•• ~ - •• ~ - - -~. 0 •••• ~ n . . 

· ~ P(Nlu. -..:..· 1 , (N) 
4:-; 1i , i- .- . 1 · 
1•~ . . 

t : . ~< i/) . -~- .... ·c N~) · 
Pi . U., - - L1 . 

l. :i. ' 
~=-.f 

(30) 

• 

.. Eir..zelhnwuchten tr. berechnet werden, . durch deren Anbringen diese 
' l. , . ' 

Meßwert,e Li\ gerade zum Verschwinden gebracht /werden. 

Unter Benutzung · der_Matrizenschreibweise kann man das Gleichungs~ 
. . . 

· system (30) abgekürzt als 

'p.4;:: - .z 
.. 

.. 
, 

· \ 

' 
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s9hreiben, wenn man die Abkürzungen 

. 1 ·,' '1 \ . . / 
L ·. 

1 

" 

1 . 

(·1) · . .. _(-,). 
P1'1 . .. • PP1n . . . ~ ~ ~ . . ~ . , . ~ ~ . 

-(1) . (1) 
p t"1 ~ ~." ~ • P,e : .l , -

und • ~ • • ~ Q ~ • 0 ~ • • ~ • 

(N) - (N) 
·- . . ',. 

. einführt·. · 

L(N) 
L 

P1 l • -• • • -P1 n 
,' 

t> 1t ' tt 4' • ' • C> • 0 . • C, 0 . 0 e 

- {N) ·. . (N) 
P.f 1 ~ ~ - • Pln, 

Damit das q-leichungssystem ( 30) ej.r{deutig nach . den Ui aufgelöst 

werden kfJ,nn, muß die Anzahl 1 , · N ·der Meßwerte gleich der Anzahl 

n der unbekann'ten Unwuchten gewählt werden. :Außerdem müssen die · 
. ' ' ' . ' ' 

Gln. )(30) voneinander linear unabhängig sein; d.h$ 'die Determ:L.,. 
' ' . .' . ' , • . ' '• 

nante der Koeffizientenmatrix · darf riicht verschwinden: 

( 31-) ,. 

· Dies ' bedingt, daß die .Meßiaufdrehzahlen . so gewählt werden müssen, 
. . . . . . 1 

daß die:Auslenkungsformen ·bei ein und de!'selbenUnwuchtbelastung 
. " --: · . ' .• . ,, ' 1\, ',' / ' 

· sich wesentlich voneinander unterscheiden„ Die Auswuchtdrehzah-

len müs~en also genügend weit . auseinanderliegen ; am .besten je-· i · 
· weils in der Nähe·. verschiedener .biegekri tischer Drf:h~ahlen deS' 
Läufers/~. Nach F'estleguri.g der_ Drehzahlen ist a·uch die Lage der 

. . ' 

·Ausgleichsebenen nicht mehr völlig willkürlich, sondern durch.· 

die Bedingung ( 31) . bes·chränkt ; 
.;, ' 

Nach _ den Betrachtungen von Kap. 3 ~ 4 werden die nach Gl,, . (30) be-

rechneten Einzelunwuchten die unteren n Eigenformen .der Unwucht..:. 

belegung ausgleichen, da d~,ese - im Bereich . der unteren biege­

kritischen Drehzahlen - den stärksten Einfluß auf die Zustands-. . 
'\. 

.. größen der We11·e haben . . 

Um die F°ehler infolge -von Meß- und Rephnungsgenauigkeiten herab-

-zudrücken, ist es · vorteilhaft,· meh; . MessU:ngen als notwendig vor-
. .' ' : . •' . • • · • . t'.. . ' . 

zunehmen (l·N>n)~ · Man erhält dann.ein Gleichungssystem 

( 32) . 

' . 1 . 
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· ~Ur die U19 ; das· mehr Zeilen als Spalten hat, d.h. überbest'immt . 

_ist. Die Anwendung der Ausgleichsrechnung nach dem .Prinzip .der 
kl:einsten· Q~adJ':'ate. auf . (32) führt auf . ein Gleichungssyste}ll 

TI'1J V ' 1)1 11 . 
·- ~ f ~ = - \p -~ (33) 

' ' ' ; . . ' ' 
. mit qu~d_ratisc~er: Kc)effiziente1tmä trix,_ ~obei p die transponi~r..;. 
_te Matrixß i~t., _Die . aus 'Gl. (33~ _ berechneten u1 ·sind mit w12n1,- · 

· 'ger zufälligen Fehlern behaftet als die aus ca. (30)'.mit l•N=n 
. . ~ 

1. 1 ; ' , i ' \ -

ermi ttel t _en Vjert,e. .. 

2~§~~E~!~!!~~-~~E-~l~~~!~'2h~~-~!~f !i~~~~!~!i. 
"\ 

Die Berechnung der Ausgleichsunwuchten U{ durch Auflösung des . 
Gleichu~gssystem~ (30) setzt .die' Kenntnis d~r KoeffizientenmaL · 

t;i~"V ~o~aus. Man kann. dr~i. Wege zur •, Ermittlung von 1) u,nter­
scheiden · ·;, 
' . . " -

' : ; ' ' .' ' ' ' . ' . . . ' '1:. . ' • _.. ' ' . ' . ·, i' . . ' 
~!.§.:.L.~!E~!:!~~!!!~±!~-~EIE!!!!E!!g_~~E-~f~f!E~~~h1~~ , 

Dieses von El Hadi ( 4) beschriebene Verfa,hren is"t; . ,eine Verall-;- · 
gemei:nerung des _Auswuchtens starrer Läufer in ihrer .Betriebs2-

lagerung. Es ~ei-en z.B. ·vie'r Ausg~eichsebenen vorges~hen, un4 

es ' sollen z„B~ je zwei Zustandsgrößen bei zwei \r~rschiedenen 

~eßla1:-1:t;'drehz~hl~n n1 und n2. gkme~sen werden. Die ':1-nbekannten 

·A_usgleichsunWucht·en haben ' die ;. Komponenten u1~, Uiw' 1 die er_for- · _ 
. derliche_n Meßgrößen die K_omponenten VA , W >. im rotorfe·s ten Kc,or- · 

, dinatensystem4 -Zwischen den v.iitomponenenten der Meßwerte und 
; :- ' . . , 

· der Unwuchten, , die man .zu den Vektoren 

,¼} :::: I • 

i vC 1 ) ·. 
. 1 \ 
' .· ' 1 
V~ 1), i 

' ( 2) 
Y1, 1 

(2) 
Y2 , 

' 

uiv 

. d . . J .· ·· / U2 
Ull 'AA - .· V . 

'V"\! -
u , 

3v 

U4v 

zusammenfasse)J. kann, bes.teht ' nach Gl_. (30) . die Beziehung 
i) '-' ·, 
f ~,t~.,= -~~. :· . ' 

FUr die w-Komponenten besteht ebenfalls die Gleichung .. ·. 
. .. . ~ f w= -~, . 

(34) 

' 
(35) 
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da wegen ~e:r: vorausgesetzte:n Isotröpie des ,'Läufers und· der Lager 
die Ei:nflußzahlen fü; beidE: Richtungen ·gleich stnd_~ . 

. ' ' . . · ' ; 

· · · Zunächst läßt man den u.nausgewuchteten·· 1äufer· mit den Drehzah-

le:r:i ~1 _undn2 roti~ren und mißt bei. diesen die Zustandsgr?ßen 

vl 1
) v}1

_)und v~ 2)f v~ 1). Um die Einfl~ßzahlen P{? ; z~-_bes'tim~ .. 

men, . bringt man zuerst inAusgleichseben~ 1 eine "Tarierunwucht" 

.· 4 u1 ~- bekannter G:t:_öße_ an.,: Beim · "T~rierlaufl' _mit der _Drehza~1l '. n 1 
mißt man min die Größ~n v~ 1~ und vi1). :pa gegenüber dem urspiü.Jmg ... · 

liehen Zustand nur die Tarierunwucht ,&u1v hinzugekommen ist, 

muß di~ Differenz· ~er Meßwe!'te _die Wirkung :'tr_()n.~.u1v sein: 

, . ;...,v· ( 1) • vC1) _ Av( 1 Y ,,,,_ ·p (1, ) "'U 
. · l "'." 1 - .1-l. 1 ~ 1.1 . ~ 1 V 

-·. ,-Jv(1) ·· v<1) : _Xv(1) ~ p·· :(-1>Au -
. . 2 - · 2 - ~ 2 ~ - 21 . ,W 1,)-

• J_ ( 
.(36) 

• ~ar~us ergebe:n sich: ;
1 
l1 ) und p 2 ~ 1). Als nä6hstes ~ird eih Ta ... 

rierlauf mit derselben Tarierun}'Yu.cht ~ei der _Drehz~hl n 2 'zur 

Bestimmung .' von p1~2 )und p 2 ~2 ) _durchgeführt. D~nach muß AU1v snt'-

fernt und , e·ine Tari~runwuö:qt '4u2_;, in -Ebene · 2 befestigt werden. · 

Zur Ermittlung aller 16 Einflußzahlen müssen also je vier ~arier~ 
,. läufe mit · den Drehzahlen n

1 
~nd n

2
·· vorgenommen . werden. · · . . · · 

• . , , \ • ,- • • • •• - • • •. • • ~ • 1 _ : • 1 

Bei Vorhandensein einer geschwindigkeitspropor~ionalen äußeren 

· D~pfung tritt· an die Stelle der. Gleichungssysteme, (34) und ( 35) . . 

das gekoppelte System .. 

: . . . . (' /4v' 1-, ·. . q .M,w . - (37) · 
' ' . . _ , 

Die . in unserem . Be~spiel · achtzeilige ·. quadratisch~ ·Matrix Of besi t~t 

bei isotrop steifer Welle nur 32 ver~chi~dene Elemente. In ~ie- , 

sem Fall kommt man mit derselben Anzahl von acht Ta:i;-ierläufen 

aus, weil bei jedem 1!auf 2·1.· == 4 Einflußzahlen ,ermittelt .werd_~n 

können, . z.B. heim +iauf mit 6_U1v bei - der Drehzahl n1 folgende_ 

Einfluß zahlen: 

.( 1·) ' ' 1 v~1) ··. ( 1J 1 (1)' . 
q11. . = 

iSü1 
. · q21 ·.- == 

~U1 
V2 .. y 

. ' 

. ( 1) 1 wC 1) , • 
.. 

q (1) 1..... w< 1) =,tu = q51 
' . ,· 1 ' 1 ' , 61 L\U1 2 .. • ' 
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·Bei . gro·ßeh · Läufern ·( z::B' .. von J)°amp:fturbin~n), die im Betri~bszu-
. . • • . 1 

stand in ihren· Gehäus.en ausgewuchtet werden müs,sen\ . ist das Be- , 
festigen der Tarierunwuchte'n und das . Starten und Anhalten der 
Meßläufe sehr umständlich'., . V!ill ~ari dies umgehen :uri.d mi:t wen_i­

·gen· _Meß;täuf.en des ' unau~i~wucr;teten Rotors. au~kornmen,_ . darin muß 
. ma:n die Einflußzahl,en pit~) · theoretisch . -v·orherb~reqhnen ~· Dazu 
ist_ nat4rlich Vora~ssetzung, ~aß die elastomechnisc:q;en Eige:p.­
schaften des ·Rotors ·bekannt'sind. 

2~§!.g~rh~~E~·it~~t~_t;:~i!!!~!!g~i~E-~ih~~!~~h~;L~!!!f!~~~rih!~!! 
. . ~~~t-1!~~~!g~~f~!:!~~!~~ig . - . . . .. 

Vön Hübner ( 5) 1J1rurde zur ·Berechnung der : Einflußzahlen·.: ein · yer;... 
• r , ' ,". ' . . ~ . . .• • . . . ; ~ • f: 

fahren vorgeschlagen, das den Aufbau dep_dynamischen Biegel1n1e 
der Welle aus d~n Eigenfunkt~onen .des . Läufers zur Grundlage :.hat . . ·~ .' -_ ' . . . 

Die durch die Unwuchtbel~_gung u./x)=;u(~)ev(x) hervo~gerufene. · 
Verformung der mit d.er beliebigen WinkelgeschVv'.indigkei t n li ro- . 

tier,en:de:nWelle ist .(v).· -~ · , _· i • ' . , · 
1 

-'. 

v(x)- =). c(v)4.r :(x) · (38) 
-· • ·-··.; k k . .. l , ;~ .. / . . 

. (v) 1 };u(x).e(x)vk(x)dx _ _ 
mit C k -

2 
. . ;f. ._ ·. 21 i (. 3 9 ) 

. _w1c · · J;u(x)_vk (x)dX: 1 

Gleichung ( 38): ka~! m:: \ingeh.ähe:rt durch , ein li~eares Gleichungs-

. · system e;setzen, und dafür, benutzt man am übersichtlichste~ d_ie 
Matrizerischreibweise. Man s 'teilt die· 11.U:sienkungsfunktion v(x) 

·· näherungswej_se durch ihre lhi~kt-ionswerte; a~ ·. einzelnen Stellen 

~1 ;x2, .... ,xn dar 9 in Matrizenschreibweise · durch den Spalten-
-vektor 

' 4:~_-·_.· = 
~ ,1 : _· 

· 'v-(x
1

) · 

y(x2) 
• 
• 
~ 

. . 
v(~n:) 

Das Integral im Zähler von :G1. (3.9) wi.rd - wie in I der prakti-
' ·' • • 1 ' 

sehen ·Mathematik üblich _; mit Hil-fe ' einer"'.11 Quad,raturformei 11 
: . . . ' ' 

durch einf- 1umme ersetzt, wobei die Wi die"Gewichte" der ein-
zelnen Funktion~werte .bedeuten: 

\., 

I 

,\ 



- t \ . ' , . ;.l 
);u(x) e(x)vk'(x) dx .~ L .wi . ;u(xi) e(xi)yk('xi,) (41) 

o - r ... " 
Die Unwuchtverteilur.i,g längs der Rotorachse kann . man durch den 

· , . 
Spaltenvektor _ 

( 42) ·.· 

annähern, ~obei hier die ~•gewichteten" Unwuchten mi~ . Ui bezeich­
net wurden: · 

w1;u(xi}e (xi) · = U:t 
' ·-

In gleicher Weise wie. v(-x) ste-li t man die Eigenfunktionen vk(x) i ' ! . 

. dürch die Vektoren . 

.. , 

vk(x1) 

vk(x2) 

4 ' '. ' 

1 vk(xn)f · 

(43) 
1 ' 

dar, und die Gesamtheit · aller .Eigenfunktionen bis zur Ordnung d · 
dU:r,ch eine Matrix ' v~ri G' spalten: 

,( 44) .· . 

,Unter Benutzung der :Oefini tionen (42) und .(43) · kann \man die 
' ' ' Summe (41) .als Matrizenprodukt - schreiben, . . n . . . also 

·, ' .·· Lw1;u(xi) e(xi )vk(xi) ~ t ~ # . 
' ,i,: i ' , . ' ' ' ·' ' ' ' 

(~ ist der transp::mierte _Vektor1!,) . 

(45) 

Führt man noch .die Abkürzung 

(46)' 
1 

I . 

. (47) 
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· angenäher-B •· Gla (3.8) ist pr-~1-cti,sch hoch· genügen~ genau, ' wenn man 

nur .eine endliche Anzahl von Eige~flinktionen (bis. ,zur Ordnung G) 
: '• ' j • ' ' 1 

', ; \ berückSichtigt: - d . 
_('\)) : ~'(\)) 
v(j{:) == ,L_; bkvk (x) 

. K• 1 · 

'· 

' 
. ( 48) 

Fassen wir die Faktoren_ J}k 

·matrix 

bis zu,r · Ordnung zu einer Diagonal-

--r' . F 1v , 

{'V):= \ F2v 

zusammen, dann wird Gl~ (38) 

.i . . \ 
• 1 

•R ./ 
. ~V 

in Matrizenform folgendermaßen 

, (49) 

f . • . ' . 

· dargestellt: · 

. ·1~· ('-:_) =~_-f(v),i_'ü . . (50) 

deh, . \~i:r' naben jetzt~in System von, n linearen Glei'chunge~ zwi­

s9h.en ,den Wellenai..tslenkungen _'V(x1) und den Einzelunwuch~en u1 . 

vor uns, das Gl. (3or entspricht; 

'wenn b'ei ~inemi ~fa9h · gel~gerte.n Läufer zu . der Eigenform vk:(x:) · 

. . ' 4ie Lagerkräfte Sk;\ ( Ä =1, •• ~, l) gehören,~: dann kann man die · 
Lagerkräfte S ,.ev~ die sich bei der Rotation mit der beliebigen . . 4 . . . ... . 

Winkelgeschwi.ndigkei t flv einstellen, entsprechend· z.u v ,(x) - .als -

Summe der Eigenform-,.Lagerkrä:fte skX d_arstellen: . 
OQ 

'J' '\i ( \)) . 
s{ ) =LJ 0 k skA .. 

. . . . . ). . k= f . . , 
( 5·1) 

. Ersetzt man auch hier wieder die Reihe durch eine endliche Sum-
me ·, . dann läß.t sich n'ach ~in1ührung v;n 

-... 
j . 

·'/ . . 
(
. s (v) . 

( v) - . ~- .. . ,r; -.. •.{Y)j. 
. sl 

(Vektor der Lagerkräft~ bei . der Winkel-· 
· geschwindigkeit· · f · 

und ' t~ 
8 11 . S21 · •,,• 0 

• sd 1 
II 

) . 

.. 
' 

• 
• 

~ ' ·' ' : . ~ . 

. ?1. lL JS2·::t •• •,•.• 3~ t 
• , \. ,. , ' I 

' . 

Matrix der Eigenform~ 
. . . 

Lagerkräfte) 1 
• 
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die, ;•Ges.amthei t der , Lagerkrä:f~o bei i?,van,aiog zu Gl-~ ( 50) . in 

der Form 

_ . f (,n =tf< \J) X 1# ·. , (52) 
. ~chreihen,; Die - Berechnung der Koeffizientenmatrizenl~~))t. f bzw. 

of(v) X erfordert cl_ie vorherige Berechnung der , Eigenf1111ktionen 

vk(x) und ggf. der zugehörigen Lager.kräfte SkA , und dazu ist 
ein B~trächtlicher Rechenaufwand notwendig. 

· ~l~!.2-~~E~2!E!~!!S-~~E~~Z!!e!!!!§Qf!~rl..:EJi!!f!B§!f2~f!2=~!~~!L~!:!i . 
. g!lf~--~~EJ!!2~E~E§B!:!!!ß~!!!e!E!~~g-

1Vlan kommt mit : g'eringerem, Rechenaufwand ~~m Ziel' wenn man zur 

: Berechnung cie.r Koeffizien,tenmat±-i_x ~ - in _Gi~ ( 30} das Verfahren 
• der Übertragungsmatrize n anwendet, das in -den · letzten Jahren 

zur Berechnung der Biegeeigerifrequen~en beliebig ·,abge~etzter 

Wellen mit Hilfe von J?igitalrechnern _benutzt wird ,(Vgl. ~echn" 
, ' 

Bericht Nr. 25) 

· Die Ermittlung .. der Eigenf);'equenzen ist ' eirt Eigenwertproblem~ 

Lös~ngen der Differentialgleichung für die Auslenkung ·existie­

ren nur für bestimmte Eigenfrequenzen, / die von den Randbedin-
. , . . , . r . . . 

gungen abhängen. Beim praktischen Rechnen. werden diese Eigenwer- · . ' ' . . , . ' . 

. te nach ·einem Restwertverfahren gesucht, -· das auf ein systemati-
. . . . . . ' . 

sch,es _Probieren hinausläuft„ Im Gegensatz dazu -li_egt der Aus- > 

.lenkung der rotierenden Welle infolge Unwucht eirie inhomog~ne 

Differentiaigleichung :zugrunde~ Bei vorg~geberi~r Uriwuchtbele-.. . ~ 

gung ergibt sich bei ·jeder Rotationsfrequenz eine .bestimmte 
1 • 

erzwungene Auslenkung, die in einem einmaligen · Rechengang , -be-:-_ 
stimmt werden .kann~ 

Der Re.cJ?.engang als . s_olcher . wird im nächsten Kapitel ausfüh:rli~ 

eher beschrie_ben werden. Bei vorgegebener U:nwuchtbelastung 11°e-
• p ' • / . • • • • 

fert das Verfahren die. 11:umerischen Werte aller 4 "Zustandsgrö-- ' 

ßen" an beliebig wählbaren Punkten de.r ausg-.ebogenen Welle•. Die 

Lagerkräfte sind durch d~~ QuerkraftsprUnge an _den Lagerstelleh 

, gegeben. 

Die Berechnung der Einflußzahlen ist nun einfach eine rechneri~ 
·, 

. . sehe Na·chbildung der 11 Tarie.rläufe". 
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1) Zunächst · müssen die Auswuch~tdrehzahlen, Anzahl und ,Lage_ .. der 

Ausgleichsebenen und · die Me'ßgröBEin gewählt werden~ 
. ' . 

' 
· ,2) Für die Drehzahl- n werden-·nun _an ,dem.Tebhneri~chen :_Moo.ell _ . . . · . · . . V . . . .. . . · . - . : _ . ... 

- des Läufers, der bis auf die Ei11zelu:.1viucht U~ · ( in Ausgl'eichs-. _ . ' . . ·. . . •. . ' . ..... ,, .· . ,, . -., ' -~ . ,. ' . 

e_b.e11_e · i). ;_unwuc~tfre~ : i _st, die . ~ls Meßgrö~en ay~,ewäh7;en _ 'Zu~ 
standsgroßen berechn~t 1 • z·.,Bo . die Lagerkrafte t _und 1 ~ 

. . - .• ·. ( y) ·( y) ' '\ ' ' 2 . 
1 11. =:. P-1·iui 

· · · ('\r) ·· · ( v.) 
: 1

2
. ~ p

2
· . u ·.· 

1' 1 .J. J. 

Hieraus _ergeben sich die Einflußzahlen i~i und J;{. Ebenso w;i.~ 
bei der exp~riIA.en.tellen <~rmi ttlung der pi{;{' sind bei • n Ausgleichs..; 

. ebenen und N Auswuchtdrehzahlen n ·N, Rechengänge . erforderlich', . 
2 . - ' ' ' 

·um allen -Einflußzahlen zu berechnen$ 

!'3') _Nun werden -die Meßläufe ·. bei den Drehzahlen nv (v=1, •• ,.,_N) : 
durchgeführt und am unau~gewuchteten L~ufer die Zustandsgrößen 

. (V)( ·. . - . . _. . . . 
L ·A: . - ~~1~ • .,, ,Q) gemessen~ - :· · · . . 

· 4) Durch ·Auflösr:ng des Systems der Bedingungsgleichm;igeh_ ( 30 ). · 
(für das.Beispiel mit ·n:-:4, 1==2~ N=2) . . . . . 

. ' I, , ' 

: .. ( 1 ) u· . 'r 1) u . r 1 ) u· . . r ~ , . . -1 ( :1 -) 
:Pn, ft-:fLl 2 2+P -13 3°·l-p .) / 14 ==- - · , 1 

. C'l)u .·_r ·l)u· ,{l)u · (.1 , · :... 
P21 -1TP22 2TP23 3~P24U4 · -

' . , . ' . , ' . ·, . / 

· (2)u·· . (2, · . . (2) . (2).u· ·. 
1

'(2) 
. Pi 1 1 •rp.12U2•rp.j 3U3rP14 4 = M .• 1 

1f 1 ). 

·~ 1 • 

( 2) r · ( 2) . ( 2) , (2) ( 2) 
P21 U.1 +Ii22U2+P23U3+P24 U4 = ... L2 . 

\ ,.' 

können die ·erforderlichen Zusatzunwuchten. u. ·berechnet· werden ~ • • . - . . - • .. . . . . . J. . 

. :· G·egenüber · dem von Hübner : (5) angegebenen Verfahren hat · die im 
' ' ' . . . . 1 • 

· ·· .. folgende~ Ka,pif~l 4 -beschriebenen• Berechnungsm,ethode den Vor7 

\ : 

t~i~, . d~ß aus d·en Daten des Läufers .die Einflußzahlen berech ... 
... net v.rerden körinen 9 ohne daß die Etge·r:ifunktio.nen .vorher . ermi t;... 

telt werden mü~~eno 

. 4. 'D~s Verf1:1~ren ~d_~;- .. Ü~eyjragu~a tri~-

Dieses is·t ein . numerj_sches Verfahren zur Be·r _echn1:1n·g ·der Werte· 

der Zustandigiößen an einzelnen Punkten ~er ausge~og~~en Weiie. 

Auf Grund d'er Vpraussetzungeh von Kap„ 2 D ·1 können . wir jede 

., , 

'· 
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Komponentenrichtung für si.ch bebande l nJ die Zustandsgrößen der 

Biegung in d.er :X.G••V···Ebene seien mit~ · . . . 
. . ,' . 

VI= Auslenkung, 
' 11 ·=--=, · Neigung 

M. = Bi egemomen·t 1 Q = · Qu.erkraft . . . . 
. ' , , 

be~~ibhn~t~ · • . 
. , . . . . ·· ·. ' . .. . . , • . , I.. . , .' · ., .. ·. , / . 

ZwisChen, ·den .· Zus_taridsgrö.ßE;n·, am E:r1de ( Index :i.+1} -und ' am Anfang _' .. 

: (Iridex · i) ·_eines Abs_chnittes_ ·einer rotierenden·). uhwuchtigeri ·w~~~~ -- .· 

· 1e· 'bestehen ' a~f : Grun_d d.er linearen . inhomogenen ·Di•fferentialgie:i- . 

, chun'g 'c7) _allgemein lill(:;are B_e Ziehungen der folgenden Art: , 

:,v~+l ~ :a11vi + a.l2(f)i+ .a13M1+.a14: 9 f · a15. 

Cf :t'+1 = a21 vi '+ a22Cf. i + a23 M. 
1. + a24 . Qi + ,a25 

Mi+:1 = a31 v.+ a . Cf.+ a33 l\~i + a34 Qi + a35 1 . 32' : 1 

1 : 

Unter· Benutzung . der Matrizenschreibweise -kann niandieses System 
. ! ' ·. • / ~ ~ . • 

zu einer Gl'eichung zusammenfassen: 

V 

f 
M 

Q 

1 ;' . · i +:1 . . \ 
•\ 

·?der ab~ekürzt: 

V 

'' 

a12 a13 
, , 

a22 
" ~23 

a32 a33 

.a42 a43· 

·o o: 

a.1 4 a.15 ,V 

a24 . . a . 
. :~5 <p 

·a34 a,5 M 

a44 8.45 q· 
·. 

0 ·1 
l i+1 1 

\ • ' 

J1 r 
M heißt der 11 Zus~andsvektor 11 des·i-.f.en Wellen-

Q 

. ·1 i 

(53 ) ·, 

i 

(54) 

punktes, oii+1 . , die 11 Übe,rtragung,s,niatrix 11 -d~s ;':,(~,t-1 ).ten. Wel·lenab- · 

schnittes~· i 'und Ol'inüs'sen_ gegenü?er dem' h?ino'gene~ _:Fall ( f_;r_eie, .. ' ' , ,, ' 
Schw_ingungen) . um eine 5 "· Zeile ' erw~i tert werden, weil in den . . 
Glno .. '( 5~2) die - Glied~r a1 ·s' ~ 0 • ,a4:5 :auftre~e~o ·_ :rY~~ :·~{i v;aJe Gi_ei!"" . ' 
chung ·1=1 
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in (53) ist nötig, damit die Beziehungen (52) in .Form •eines Ma-
i . ' 

· < tr:Ezenproduktes geschrieben , werden können. · · . 

Die Übertragungsmatrix eines Wellenabschnittes kann man dadurch 
e;hal ten, daß man di~ Differentialgl~ichung (7) iür•' das '.betref~ 
fe:r{de Wellenstück integriert ·und die .freie:n :Konstariten in· der 

• ' . . • • , . . ' .·· ·. . • ' . ' \ . 1 

Lösung· 'durch d~e Zustandsgrößen am Anfa~g . des Wellenstüclces a1:1,s-
··• . ·a':rückt • . Die wichtigst~n Übertragungsm~trizen . sind ßi,e . folg,en- . 

. ~"' ' . . . 

den: .. 
• . • • , . ! . '\ 

•j) . Für ein · massebehafte'tes Wellenstück .mit ,konstantem Querschnitt 

.· . u~d über . di_e . Länge 'i ·kon sta~tep Schwerpµnktsexzentrizi tät . e: , \ 

()/ _;,: 

·. 

·[i , C 
. ~4s/1 
. ~ . . 
,.: •K ,c/a 

·_\tS;aJ 
. 0 

· 1s 

·c . 

. J( '.l's/a· 

J<4.c/a · 
·o 

ac 

aS/1 

C 

· x,4s/1 

0 

Hierbei bedeute~: 
u .. · ·2 . . /, . . 4 ;;·; . . . 1 

• i/'_ ..,._ ;... ·Q 2 l f...;.. .. • a = --.- . 
~ - · EJ l EJ 

als (0~1) e . 

,ac · J<, 4se/l 

1S · K,4.ceia ·(55) . 

c · : .. <K 4s e/al 

o·;.'· · 1 

\ ' 

.und C?S,c, /s sind Abkürzungen für die ·sog.Rayleigh-Funktionen: . 

C=1/2(qosh)< + cos K'); c=1/2(cosh J-<..- · cos.x,) 

S=1/2(sinhJ,+ · sin1<..); ~=1/2(sinhX•~ .sinJ<.,) 
\. . . . 

2) Für ein ·masseloses Wellenstück der Länge · l · init · köns'tantem 
' Querschnitt: ,. 

1 l 12/2EJ : ·. 13/6EJ 0 
' / 

(}! = 
1
. 0 „ 1 1/EJ· · 

2 . 
o· 1 /2EJ · 

. ö ." ' 
(56) · o ·o L 1 , • • • i • 

0 o· 0 1. ·. 0 

0 0 0 O· 1 

Sie geh_t .a~~ - der Matrix . (55) durch' den Gren-~ubergang··~ --~O hervor. 

·3) F'ür' 'eine-n-··.Punkt(Feldlänge (l· = 0), an' dem sich .~ine . Einzel­

masse ·m und .; eine elastische Lag~_rup.g' ( Que~fed.erkonst~nte_ rcQ"' ·. 
· Drehfederkonstante cM) befinden: · 

i 

i 
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1 0 0 0 0 

0 1. 0 0 0 

oi ·= 0 " ,1 0 0 (57) 
' 2 

'•'M ' 

rn D..2e - r.~ +,rn rr ' 0 0 1 
o· - 0 ·o 0 1 

' · Hier.bei .bedeut.et . e· die Schwerpunktsexzentri zi tät der Einzelmasse• 
Will' man die , Wirkung ' einer Zusatzmasse m ,\am Radius r berechnent . 

' ' ' ' . ' ' z ' ' ' ,, 
'dann kann.man voraussetzen, daß . der .Radiu~ _' r .. groß gegenüber der. , 

Wellenauslenkung ' V i_st. Wie man aus der oberi~tependen Übertra- ' 

'gungsniatrix (57) ent:ninimt, bestehen zwische:h den Zustandsgrößen 

links und rechts der · zusat dunwucht 'die Beziehungen ' 

Wegen r >>v1 . ist 

Qi+1 = 

- ,' i 

mi,t __ guter 'Annäherung: 

·Q~ ,,.~., mzrrL2 - ·Qi· :· 
2 

.:f: 'u .r1. .. · z . . ' 

und die ·zugehörige Übertragungsmatrix vereinfacht sich zu . 

'. 1· 0 : 0 0 0 

0 1 0 0 o: 

Ol 1= 0 0 1 0 0 :, 
' u , .f'L2 ,<;t1 

0 0 0 1 
\ z 

0 0 0 , 0 ' . 1 
/ 

(58) 

Da die ·Übertragungsmat.ri·Z§?:r;t immer .den . in Gl. (53) angegebenen 

Aufbau haben, gewinnt man die Produktmatrix Oli+~~· = ·q,i+l,Oli a~s· 
ßer Matrix Cf..i_ des. l~~ks der Einze:).masse gelegene1J· Wellenab;.. 

schni ttes, ind~m, ,man,.zum Eleipent 8.45 von ai .. die ~Größe y: ,fl. 2 

. . addiert. ' · ·' 
. .,., 2 

a45~±+2~= a45,i + . uz,i+1 ~L 
' , 

··ner Rechengang zur ·numerischen Ber_echnung •der .Zustandsgr~ßen 

an · allen Stellen :· i · der Welle • ist im Prinzip recht einfach. 
~ ' ' . . ' ' ' . 

Zunächst muß die Welle in Abschnitte _jeweils konstanten Quer­

schnitts aufge~eilt werden, wobei Punkte, an denen. Einzel­

massen oder Lager sitzen, Abschnitte mit . der µänge Null dar-
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stellen. 
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Man · kann die relativ umständli~h zu berechnende "Rayleigh-Matrix11 

( 55) · für massebehaftete Wellenstücke vermeiden,·_, wenn man die Wel- · 

le~masse · vereinfachend .iii einzeine Punktipa~sen ~ri den-Abschnitte- -
eJ1,den konzentriert~ Di·e dazwischenliegenden, nui: · n·o·ch elastischen -

. Well.enstücke besitzen dann .die einfache Übertragungsmatrix ( 56). 

B~i· der Erstellung ·dieses Ersatzsystems müssen längere Wellenstücke 
3 ' • '. ' . _. :· - ' ~ 

f30 · .unterteilt wer_d.en, . daß_ -f~✓-r j;de~: Abschnitt · 

I+ · /4\ 
' - ... ~{j, ·- .· 

J<:. - 1 . Er .<< 1 
•is.t~ damit -die Abweichung vom wirklichen System'· ~lein '.; bleibt. ~ach 

der Berechnung der'. Über,traguhgsmat:rfzeri des Ersafz~;y'ste·ms ge~t-
· · die Durchrechnung· vom 1.inken Wellenende 'aus. Durch die 'Randbe-_ 

dingungen ~ind dort inimer zwe:f Zustandsgrößen vorgeschrieben, 
im ' Falle hbmogenei Rahdbedin~ung'er/ ·zu Null. Der Zus ta~dsvektor . 

, . . .. , . . ': :\. ··:· ,. · ' · , - . , , ·. . - . - . r· . g6 'ani weiienanfangeht~äit als6' noph _ zwei_ unbeka~nJe , Zustands-

größen,, ztl3. bei gelenki_ger Lagerung ( s • . Abb..· 3) -N,~~guJ1,g ro , -µnd -

Querkra:(t ti'
0 

:- -

}~. ~ - ~ 0. o/o · 0 Q0 1) 

_ Zu:r;- praktischen Rechli.ung schreibt man !o am 1besten in der Form , -

'( 0 ) - -' ' : '( 0 1·· - ' - 0 1 · 1 - Ö - 0 
.i

0 
= _0 cy 0 · '. 10 . Q0 + o _-- .• 1 

(j O . . 1, - - 0 
O J · \ O ,. : , M 

\'_- · (59) 

' ' 
bei der man die unbekann_ten Zustandsgrößen ale Faktoren heraus-

zieht. 

·o 1· 
! 

: '. ·;/J5', .~·~-~ -., 
. . ~o - Ot ~1 · 

, •.. tJ_ . . o.~ . 

2 

Durc:q -Multiplikation ::.o~_;ro-•~::1} t .. der 
.1 -~- Wellenabschnittes erhält man den 

- ' 
1 

n· n-1 . . 

. '·, ·:, , 

n Jn -
Abb. 3~ 

. • . . 

Übertragung~matrix-Ot1 des 
Zustandsvektor an der ' . 

. '•, 
, _ 

. '.·, ·, ,. , 

' ' 

I ,'-
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Stelle 1: 

/r;._,11. a.,? · a.. 7 .- a„ 4 ::L i '5 
1 ... l.:; : . · 

· O 0 0 

al~ 
~22 

-· -~ 2 cra + 
O: i 2 

0 

+ 

. \ 

~15 
a25 

,835 
~45'· 

1, 

• 1 

Durch fortgesetzte Multiplikation vo~ Jo mit den Übertrag~gs~ . 

matrizen alle~ Wellenabschnitte . bildet man den Zustandsvektor 

am Wellenende 

}n. = _g_,z" Cfo + i4-nao + ß-sn 

Hierin be~·~u~·~n .g2 n , ...@.-4 _rt und ·,e-51' die durch Mul tir:>_lika~ion 

·mit OLges ·aus den drei Vektoren in Gl., (59) h~rvorgegangenen 
· Spaltenvektoren, . z.B. 

·' 

Die Randbedingungen am Wellenende schreiben wieder zwei Zustarils- · .· . 
. größen vor, zoB„ an einem eingespannten Wellenende ( s .Abb. 3) · 

= 0 

fn = b22,n ro + b42,n Qo . + b52Jn . = O • 
·' 

Dies ergibt gerade zwei Bestimmungsgleic1:Iungen für die beiden 

unbekannten Zus~andsgrößen am Wellenanfang. S~nd fo und Q
0 

au~ 
•diesen ermittelt worden, dann sind sämtliche Zustandsvektoren 

} i ~ ,g.2i f o + ~ 4i . Qo ,+ ,g.5i', 

· a.erWelle bekannt. 

Für ein querelastisches, gelenkiges . Lager am Wellenanfang v,ür ... 
den die Randbedingungen 

Mo = 0 , 

Qo ·- -c 
_Qo vo 
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, lauten; der Zustandsvektor am _ Wellenan.fang hätte. also die Form 

' "") 

. ;y 0 

1 · 

/

. ! • 

. , .0 .' 
· . . · 0 ' 

:;:;,;\'" 0 ' .... · c·· 
OQo 

·r, ""· - 0 . 

01 · 0 . 

g; Mo+ . 

. r o _._-\ ··• .0 .· ' 
: Ü l •1 

1 

~ l 
Entspreche_nd. w~re die · Lugerungs_oedingu~g für ein querelasti_sches, 

e:j.,ngespanntes _Wellenende: 

! 

·{_() . = 0 . 
1n 
Q . :: --•CQ V 

_;-1:1 . ,:. n n 

j 

i .\· 

D~r ob~n ~es~hrieben einfache Rechengang kann allerdings nicht 
~ehr ~gewend~t 'werden~· wenn· st~rre Zwischenla~~r ·vorhanden ' ~:i.nd • . 

' 1 ·. ' ·,: ' 

An einer solchen Stelle versagen die bisheri~en Übertragurigsgl_ei-

chungen; denn iri der für ein elastisches-Lager geltenden.Gleichung 
I 

!?i+1 ~.?i - CQiVi . 

wäre .v 1~o und cQ1=· o.o~Daher_ muß bei einer s 'tarren Lage_r~telle der 
. R~chengang unterbrochen· werden.-' ·Aus d·er Zwischenbe.dingung· 

· "· -=·o ' J_ . .· 

kann . man eine der,Anfangsunbekannten eliminieren; z.B. bei gelen- -' 
1 . • • • • • . . • ; ~ • 

kig gelag~rt_em Wellenanfang (yo dur_ch di_e -Gleichung 

vi = b21i 'f o+ b4.li.Qo+ b51 = O. 

Als neue Unbekannte "•kommt stattdessen auf Grund der Bez.iehung . 

Q1·· 1 . = Q · + .. 4 Q + . . J_ 

·. die . Lagerkraft '.!.i Q. hinzu • . 

Ist · ' 

1 .?f '\i _. = i .2.1 'f o +· ~4i-Qo +,J _Si : 
· , ' •, ' . ' .. _ . ' 

cier; Zustandsvektor unmittelbar vor dem Zwischenlag~r, dann ergibt 

si.ch daraus ' für den Zustandsvektor unmittelbar hinter dem Zw:iscren-, 
' 

lager zu 

' .... 

.j' 
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1 
ogo1. 

· b41 · · 
= (~- 4 . - i;:-,- ~;-2 . ) Q O + 

' J. . 0 21 ' J. 
• 1 

Es bleiben also bis zum Wellenende in der Rechnung _immer zwei 
Unbekannte, die.dann durch die beiden Randbedingungen am Ende 
festgelegt werden, 

Auch bei sehr steifen Zwischenlagern empfiehlt es· sich, zur 
Vermeidung numerischer Schwierigkeiten,. ähnlich wie bei star­
ren Zwischenla,gern vorzugehen. Der Rechnul'l.gsgang wird -unter-

, . .'· .. .· · ._; ' ; · . ·., 

brochen, und als Zwischenbedingung setzt man jetzt 
1. . ' . 

vi+1 = hQ Qi+1 mit hQ = 1/cQ ', 

11:i.t Hilfe, dieser·Gleichung wird eirie der Anfangs-Unbekannten 
eliin'iniert,- und wegen · 

Qi+1 = Qi +AQ 

kommt· die· neue· Unbekannte 4Q hinzu. 

-Das Verfahren. der Übertragungsmatrizeri ·ermöglicht es. aµch, in 
sehr einfacher Weise die Kreiselwirkung von Scheiben in die· .. 
Rechnung aufzunehmen. An die_ Stelle der Übertragungsmatrix(57) 
für eine Punktmasse tritt lediglich die Matrix für eine Ein-
zel·schei be: 

( 1 

0 0 0 
0 ) 0 1 0 0 . 0 

eri.2 m.Q.2 Oi - 0 1 0 
mfße 

(60) 
- mfl.. 2 0 0 ' 1 
' 0 0 0 0 1 J 

· Hierbei bedeuten: 6das für die Kreiselwirkung maßgebende Träg-
heitsmoment, 
trizität und 
der Scheibe 

m die Masse der Scheibe, e die Schwerpunktsexzen-;­
f die evtl. vorhandene ursprüngliche Schiefstellung 
d.h. den Winkel zwischen geomett>ischer Scheiben-

achse und Wellenachse. 

Auch\die Wirkung von Dämpfungskräften auf die dynamische Durch­
-biegung 

1

läßt sich mit Hilfe des Matrizenverfahrens verhältnis­
mäßig einfach erfassen (vgl. (8)). In die·sem Falle werden_ die 
Zustandsgrößen beider Koordinatenrichtungen miteinander gekoppelt. 




